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O livro é resultado da tese de doutaramento e tem como objetivo caraterizar

a aprendizagem do Calculo | a luz das teorias APOS e da Reificagao de Ed A

Dubinsky e AnnaSfard, respetivamente. Para contextualizar faz-se uma APRENDIZAGEM Do CA..LCULO PARA

abordagem de teorias de Investigagdo em Educagao Matematica e de ECONOMISTAS = CAMTERIZAQAO DE CONCEITOS
MATEMATICOS NO NIVEL SUPERIOR

teorias da aprendizagem. A teoria APOS e a da Reificagéo sdo duas teorias
cognitivistas consequentes do Construtivismo Cognitivista de Jean Piaget.
Ambas permitiram-nos perceber melhor como os alunos constroem o seu
conhecimento, bem como fendmenos e situagées que interferem na sua
construgcdo. Com base num paradigma interpretativo, numa metodologia
qualitativa, na modalidade de estudo de caso.Os dados recolhidos foram
analisados a luz de teorias e estudos antecedentes. O estudo, realizado
numa instituicdo de ensino superior de Angola, incidiu inicialmente sobre 10
alunos e, posteriormente, em fungao de conveniéncia do préprio estudo,
restringiu-se a trés alunos.De uma maneira geral os alunos tém maior
compreensaooperacional do que concetual, manifestada
predominantemente no desempenho algébrico. A associacdo entre
processos anteriores € a compreensao dos alunos nem sempre é de
sucesso-sucesso ou de insucesso-insucesso.Intrinsicas ao contexto, a
investigacao teve como limitagdes a predominante representacéo algébrica
— em detrimento de maior equilibrio com as representacbes grafica,
numérica e descritiva — dos conceitos do Calculo | na sala de aula, bem
como a necessidade de maior abrangéncia do trabalho colaborativo para
tornar a construgcdo do conhecimento mais social. Intrinsica a propria
investigacdo, temos como limitagdo a necessidade de se prolongar o
estudo no tempo.
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Nota para o leitor

A presente investigacao foi motivada por observagdes feitas ao longo dos ultimos 13 anos
a lecionagao da unidade curricular Anadlise Matematica no primeiro ano dos cursos de
ciéncias da educacao, opcgdes Fisica, Informatica, Matematica e Quimica de duas
instituicbes do Ensino Superior de Angola em que se leciona cursos de ciéncias da
educacao. Foi também motivada por observacbes feitas a lecionagcdo da unidade
curricular Calculo nos primeiros e segundos anos de cursos da area de Economia de
institutos superiores politécnicos de Angola. Foi ainda motivada pela pesquisa
bibliografica feita ao longo da frequéncia do primeiro ano do curso de doutoramento em
Didatica da Matematica da Faculdade de Ciéncias da Universidade da Beira Interior, bem
como pela troca de experiéncias feita com e entre colegas de trabalho, em particular
professores da mesma unidade curricular, e colegas do curso de doutoramento. Importa
aqui referir que as unidades curriculares Analise Matematica e Calculo tém
essencialmente o mesmo conteudo, sendo que a sua diferenga reside principalmente no
grau de profundidade com que s&o lecionadas, no tempo letivo e, claro, na doseficagao
dos conteudos — distribuicdo dos conteudos pelos tempos letivos.

Ao longo das aulas de Analise Matematica € comum os alunos colocarem questbes
relacionadas com a origem e a necessidade de verificar os conteudos lecionados, bem
como questdes relacionadas com a aplicagao e os significados dos mesmos nas suas
areas de formacéo.

A experiéncia, resultante de observagdes, intercambios com colegas e de alguma
pesquisa documental, permite constatar que varias s&o as razdes para o surgimento
desse tipo de questdes, como passaremos a enumerar a seguir. (1) Vontade de aprender,
0 que é bastante bom, e a consequente procura por elos entre o conteudo e a sua area
de especializagdo. (2) Falta de competéncias necessarias para a frequéncia da unidade
curricular, o que se verifica nos resultados dos testes de admissao ao subsistema do
Ensino Superior em Angola. (3) Falta de motivagdo por parte dos alunos, o que é
consequéncia de uma fraca orientagao profissional ou mesmo do facto de os alunos nao
estarem situados quanto aos conteudos que estudam e quanto ao seu papel nos
processos de ensino e de aprendizagem. (4) Comportamento da parte de alguns alunos
que, nao entendendo os conteudos lecionados, ndo manifestam interesse pelas aulas —
voluntaria ou involuntariamente cujas razdes procuraremos apurar com a investigagao.
(5) Ineficiéncia da metodologia de ensino — por ser reprodutiva ou por ndo ter um
crescimento gradual do nivel de dificuldade, a metodologia ndo estimula o empenho dos
alunos. (6) Dificuldade de articular os diferentes conteudos.

O estudo recaiu sobre as duas ultimas razdes por permitir delimitar o estudo e por permitir
estudar o fendmeno de um ponto de vista mais cognitivista. Claro esta que, uma vez
concluido o estudo, ndo sera garantida a extingdo da possibilidade do surgimento das
aludidas questbes dos alunos, mas sim estaremos em melhores condi¢bes de
compreender o porqué do seu surgimento e em melhores condigdes de respondé-las,
muitas vezes antes mesmo de serem colocadas ou de surgirem na consciéncia dos
alunos.

Os processos de ensino e de aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral envolvem
dificuldades de ordem diversa que se repercutem nas competéncias adquiridas pelos



alunos durante a lecionagao da unidade curricular. Com este estudo, pretende-se colocar
ao dispor de professores alunos e investigadores uma caraterizagao e interpretacao da
aprendizagem que os alunos fazem de conceitos de Calculo I, servindo de referéncia no
exercicio das suas atividades.

Objetivos

A seguir apresentamos os objetivos da investigacédo de forma geral e de forma especifica.
Os mesmos serviram de referéncia para o desenvolvimento e para a conclusdo da
investigacdo, pois, ao longo da mesma procuramos alcanga-los. De forma geral, a
investigacao tem como objetivo caraterizar a aprendizagem dos alunos a luz das teorias
APOS e da Reificagcdo. De maneira especifica pretendemos, com a investigagéo,
caraterizar a aprendizagem dos alunos no dominio do Calculo quando ingressam no
Ensino Superior, bem como compreender de que forma esse dominio pode favorecer a
aprendizagem de novos conceitos ai abordados.

Questoes de investigacao

Como interpretar fendmenos observados na aprendizagem do Calculo a luz das teorias
APOS e da Reificagdo, ambas da Educagdo Matematica? Procuramos selecionar
questdes que nos permitissem manter o sentido da nossa investigagao enquadrando o
objetivo geral acima apresentado. Para melhor orientar a nossa investigagéo,
consideramos as seguintes questdes de investigacao:

e Qual o papel dos conhecimentos prévios na aprendizagem de conceitos do
Calculo?

e Que caracteristicas tém as aprendizagens realizadas pelos alunos ao longo do
estudo de topicos de Calculo especificos?

Como se pode notar, este estudo é predominantemente guiado por caraterizagdes,
caraterizagdo dos conhecimentos prévios com que os alunos ingressam no Subsistema
do Ensino Superior e caraterizagdo das suas aprendizagens de tdpicos especificos do
Calculo. Espera-se, assim, poder contribuir para um melhor enquadramento dos
conhecimentos que os alunos manifestam a entrada do ensino superior e aprofundar e
refletir sobre o papel desses conhecimentos na construgédo de novos conceitos e novas
aprendizagens no dominio do Calculo.



CAPITULO 1.Revisio de literatura

Neste capitulo fazemos uma incursao pela literatura relacionada com a aprendizagem e,
em particular, com a Educacdo Matematica. Fazemos também uma incursdo por
trabalhos antecedentes aos que sustentam esta tese. Abordamos teorias da
aprendizagem de maneira genérica € maneira particular conforme as necessidades da
investigacdo. Com a abordagem, do genérico (teorias da aprendizagem) para o particular
(teorias cognitivas), das teorias que sustentam este estudo, pode-se compreender a
cronologia das teorias, a cronologia dos conceitos, as fronteiras e as relagdes entre as
teorias e os conceitos, entre outros aspetos. Deste modo, previne-se o risco de confusio
entre teorias e conceitos. Com os antecedentes do tema completa-se o estado da arte,
faz-se uma abordagem de trabalhos de destaque relacionados ao tema e constantes da
literatura. Com os conceitos abordados na revisédo de literatura consegue-se sustentar a
linguagem técnica utilizada ao longo da tese, particularmente no tratamento de dados. A
impossibilidade de mudar o contexto no qual se desenvolveu o estudo também contribuiu
para a escolha de teorias cognitivas como as de maior referéncia na tese.

1.1. Papel da teoria na investigacao em Educagao Matematica

Uma vez que vamos assentar grande parte da nossa fundamentagao em teorias, torna-
se importante comegarmos por entender o que se entende por teoria. Atendendo a
tendéncia de confundir teoria com modelo, torna-se também importante distinguirmos um
conceito do outro.

Schoenfeld (2000) apresenta padrdes para avaliar teorias, modelos e resultados do vasto
leque que existe em Educacdo Matematica:

There is a wide range of results and methods in mathematics education. A major question
then is the following: How much faith should one have in any particular result? What
constitutes solid reason, what constitutes “proof beyond a reasonable doubt”?

The following list puts forth a set of criteria that can be used for evaluating models and
theories (and more generally any empirical or theoretical work) in mathematics education:

* Descriptive power

* Explanatory power

» Scope

* Predictive power

* Rigor and specificity
« Falsifiability

* Replicability



« Multiple sources of evidence (“triangulation”). (Schoenfeld, 2000, p. 646).

Poder descritivo refere-se a capacidade da teoria capturar o que conta de maneira
credivel para os fenobmenos em descrigdo. Poder explicativo refere-se ao provimento
de informagdo sobre como e porqué que as coisas funcionam. Escopo refere-se ao
alcance de fendmenos cobertos pela teoria. Poder preditivo refere-se a capacidade da
teoria especificar alguns resultados antes do seu acontecimento. A predigdo na Educagao
e na Psicologia, com muita frequéncia, é diferente do que acontece na Fisica. Rigor e
especificidade refere-se a capacidade de claramente distinguir objetos e a relag&o entre
eles. Supbe-se que o conjunto de objetos e suas relagcbes tenham os seus
correspondentes no “mundo real”. Diante disso levanta-se as seguintes questdes: quao
bem definidos estao os termos? Vendo um (na vida real ou no modelo), identificar-se-ia?
Quéao bem definidas estao as relagdes entre eles? Até que ponto os objetos e as relagdes
no modelo correspondem aquilo que supostamente representam? Nao € expetavel os
mesmos tipos de correspondéncia entre partes do modelo e objetos do mundo real, tal
como acontece em modelos fisicos. Os construtos mentais e sociais, tal como a
consciéncia no contrato didatico, ndo sdo inspecionaveis nem mensuraveis como a
temperatura, por exemplo. Falsificabilidade refere-se a consequéncias dos critérios
poder preditivo e rigor e especificidade. Com a aplicagdo destes dois critérios sao
evitadas tautologias, ou seja, objetos e relagdes camuflados de novos, mas que na
verdade ndo passam de objetos ja existentes. Replicabilidade refere-se a uma
consequéncia do critério rigor e especificidade. Ha aqui duas questdes a considerar: (1)
Obter-se-a os mesmos resultados se as circunstancias forem repetidas? (2) Outras
pessoas, devidamente treinadas, fardo as mesmas constatacéeos nos dados? A resposta
a ambas questdes depende de ter procedimentos e construtos bem definidos. O critério
Multiplas fontes de evidéncia (“triangulagcao”) refere-se a procura por evidéncias
consensuais. As evidéncias encontradas podem ser enganosas, 0 que se pensa ser geral
pode ser um artefato ou uma consequéncia das circunstancias e ndo necessariamente
um fendmeno geral. Neste aspecto as ciéncias da educagédo diferem das ciéncias exatas.
Nestas as evidéncias dependem de demonstracgdes.

Importa também referir a observagcado de Bishop (1977) sobre a necessidade de uma
teoria ter um foco quer para o pesquisador em Educacdo Matematica, quer para o
professor de Matematica, quer para o individuo que desempenha os dois papeis.

! Ha um vasto leque de resultados e métodos em educagdo matematica. No entando, uma questdo fulcral é a seguinte:
quanta fé dever-se-ia ter em qualquer resultado particular? O que constitui resultado s6lido? O que constitui “prova
para além de duvida racional”? A lista seguinte apresenta um conjunto de critérios que podem ser utilizados para
avaliar modelos ¢ teorias (¢ de uma maneira mais geral, qualquer trabalho empirico ou teodrico) em educagido
matematica: poder descritivo, poder explanatorio, escopo, poder preditivo, rigor e especificidade, falsificabilidade,
repicabilidade, multiplas fontes de evidéncia (“triangulagdo”™).



Kilpatrick observa em relagdo a seus pares e avanga o que entende ser a distingdo entre
modelo e teoria:

Like Sriraman and English, Schoenfeld does not spell out the distinction between model
and theory, but his discussion suggests that whereas a model describes a phenomenon,
embodies a theory, and therefore deals with some of the criteria, a theory needs to cover
more territory, address a body of phenomena, and satisfy all criteria more fully. Theories
must pass a variety of tests; they require verification across situations and circumstances.
Models need to describe, but they may not by themselves, for example, offer much in the
way of explanation or prediction. ? (Kilpatrick, 2010, p. 4).

A partir da analise acima, podemos afirmar que um modelo esta para uma teoria como
uma parte esta para um todo. Em nossa analise, considerando os nove critérios, ja
citados, que uma teoria deve reunir cumulativamente — ter poder descritivo, ter poder
explanatério, ter escopo, ter poder preditivo, ter rigor e especificidade, falsificabilidade,
replicabilidade, ter multiplas fontes de evidéncia ou triangulagéo e, por ultimo, ter foco —
, um modelo é parte de uma teoria, ou seja, um modelo reune, sem ser na integra,
requisitos de uma teoria. Um modelo permite estudar um fendbmeno ou uma quantidade
restrita de fendmenos, ao passo que uma teoria permite estudar uma vasta gama de
fendmenos.

Para Sriraman (2009), qualquer teoria, seja ela de pensamento, de ensino ou de
aprendizagem, assenta numa filosofia de conhecimento. As teorias da Educagao
Matematica assentam em duas areas do conhecimento, a Matematica e a Educacao.
Assim, na juncdo de duas areas do conhecimento numa s6, compreende-se a
complexidade das teorias da Educacdo Matematica. A complexidade € maior ainda, pois
as areas do conhecimento que sustentam as teorias da Educagao Matematica néo se
limitam as duas principais ja indicadas. Atualmente, verifica-se a expansao da Educagao
Matematica pelas areas da teoria da complexidade, neurociéncia, teoria critica, teoria
feminista, teoria da justica social, teorias de rede, bem como semiotica.

A evolugdo de uma teoria passa pela expansdao da sua abrangéncia em termos de
fendbmenos e de assuntos abordados. A filosofia associada a teoria levanta,
consequentemente, novas questdes que resultam numa maior complexidade de ordem
ontoldgica, metodoldgica e epistemoldgica para a teoria. As novas respostas dadas aos
novos desafios enriquecem a teoria.

2 Tal como Sriraman e English, Schoenfeld ndo estabelece a distingdo entre modelo e teoria, mas esta discussio sugere
que ao passo que um modelo descreve um fendmeno, incorpora uma teoria e, portanto, lida com alguns critérios, uma
teoria precisa de cobrir mais territorio, dirigir-se a um corpo de fenomenos e satisfazer todos os critérios mais
completamente. As teorias devem ser aprovadas em uma variedade de testes, elas requerem verificagdo em situagdes
e circunstancias. Os modelos precisam de descrever, mas ndo o podem fazer por si so, por exemplo, oferecem muito
no que diz respeito a explanagdo e predicao.



Sobre a Filosofia da Educagdo Matematica, importa fazer referéncia a Lincoln e

Guba (1994). Os autores referem-se a clarificacdo de uma filosofia da Educagéo
Matematica, dizendo que qualquer disciplina dentro da area da Educagao, obviamente
incluindo a Educacé&o Matematica, precisa de clarificar por si s6 as seguintes questdes:

1.

O que é na realidade? Ou qual é a natureza do mundo a nossa volta?

Questao de base ontoldgica que se prende com a necessidade de distinguir objetos, real
versus imaginario, concreto versus abstrato, existente versus nao existente. (Sriraman,
2009b). Para Lincoln e Guba (1994), no paradigma positivista, realismo ingénuo significa
realidade “real” mas compreensivel. No paradigma pos-positivista, realismo critico
significa realidade “real”’, mas apenas compreensivel imperfeita e probabilisticamente. No
paradigma da teoria critica, trata-se de realismo histérico moldado por valores sociais,
politicos, culturais, econémicos, étnicos e de género, cristalizados ao longo do tempo. Para
os autores, no paradigma construtivista, trata-se de relativismo consubstanciado em
realidades construidas local e especificamente. Para Heron e Reason (1997), no
paradigma participativo, trata-se da realidade assente na realidade subjetiva-objetiva, co-
criada pela mente e por um dado cosmos.

Como fazemos para conhecer o mundo a nossa volta?

Questao metodolégica que abre possibilidades para que varias disciplinas desenvolvam
paradigmas metodoldgicos.

Para Lincoln e Guba (1994), no paradigma positivista, a metodologia consiste em
experimento/manipulagéo, consiste na verificagdo de hipdteses, consiste em métodos
predominantemente quantitativos. No paradigma pos-positivista, consiste em
experimento/manipulagcdo modificado, consiste em multiplismo critico, falsificagcdo de
hipéteses, pode incluir métodos qualitativos. No paradigma da teoria critica, consiste na
construgao do conhecimento sobre uma base dialdgica/dialética, consiste na construgéao
do conhecimento com base no discernimento estrutural/histérico. No paradigma do
construtivismo, consiste em (re)construcdes individuais ou coletivas de conhecimento,
reunindo as vezes consenso, consiste em (re)construgdes hermenéuticas/dialéticas de
conhecimento. Para Heron e Reason (1997), no paradigma participativo, consiste em
participacao politica em inquérito de acédo colaborativa, consiste no uso de linguagem
assente em contexto experimental de partilha.

Como podemos ter certeza da “verdade” do que nés conhecemos?

Questéao epistemoldgica. Para Lincoln e Guba (1994), no paradigma positivista, o
conhecimento é resultado de dualismo ou objetivismo, é resultado de descobertas
tidas como verdadeiras. No paradigma pds-positivista, o conhecimento é resultado
de uma modificagdo do dualismo e objetivismo, é resultado de comunidade e
tradicdo criticas, é resultado de descobertas tidas como provavelmente
verdadeiras. No paradigma da teoria critica, o conhecimento resulta de
subjetivismo, de descobertas mediadas pelo seu valor. No paradigma
construtivista, o conhecimento resulta de subjetivsmo, de descobertas co-criadas.
Para Heron e Reason (1997), no paradigma participativo, o conhecimento é
resultado de subjetividade critica em transagédo participativa com o cosmo;
resultado de descobertas co-criadas; € resultado de uma epistemologia de base
experimental, proposicional e pratica.
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Os trés critérios apresentados por Lincoln e Guba (1994), ontologia, metodologia e
epistemologia, sintetizam os nove critérios apresentados por Schoenfeld — poder
descritivo, poder explicativo, escopo, poder preditivo, rigor e especificidade,
falsificabilidade, replicabilidade, multiplas fontes de evidéncia (“triangulagdo”) — e por
Bishop (1977) — foco. Em nosso entender a reunido parcial dos critérios constitui blocos
para a construcdo de um paradigma, ao passo que a reunido integral dos mesmos
constitui as bases de uma filosofia da Educacao Matematica.

Antes de seguirmos em frente, importa clarificar alguns conceitos-chave nos quais se
apoia a nossa fundamentacao.

Filosofia da Educacgao

Diferentemente da ciéncia a Filosofia preocupa-se mais com os “porqués” do que com 0s
‘comos”. A Filosofia da Educagé&o segue o mesmo caminho, preocupa-se com a razao
de existéncia de valores, principios, objetivos e problemas da educacgao, ao passo que
as Ciénias da Educagao procuram explica-los. Para Siegel (2009), A Filosofia da
Educacao ocupa-se de questdes filosdficas sobre a natureza, os objetivos e os problemas
da educacéo.

PHILOSOPHY of education is that branch of philosophy that addresses philosophical
questions concerning the nature, aims, and problems of education. As a branch of practical
philosophy, its practitioners look both inward to the parent discipline of philosophy and
outward to educational practice, as well as to developmental psychology, cognitive science
more generally, sociology, and other relevant disciplines.

The most basic problem of philosophy of education is that concerning aims: what are the
proper aims and guiding ideals of education? A related question concerns evaluation: what
are the appropriate criteria for evaluating educational efforts, institutions, practices, and
products? Other important problems involve the authority of the state and of teachers, and
the rights of students and parents; the character of purported educational ideals such as
critical thinking, and of purportedly undesirable phenomena such as indoctrination; the best
way to understand and conduct moral education; a range of questions concerning teaching,
learning, and curriculum; and many others.? (Siegel, 2009, n.d.)

3 Filosofia da educago é o ramo da filosofia que aborda questdes filosoficas relativas a natureza, objetivos e problemas
da educagdo. Como um ramo da filosofia pratica, seus praticantes olham tanto para dentro da disciplina parental da
filosofia quanto para a pratica educacional, bem como para a psicologia do desenvolvimento, a ciéncia cognitiva mais
geralmente, a sociologia e outras disciplinas relevantes.

O problema mais bésico da filosofia da educagdo € o que diz respeito aos objetivos: quais sdo os objetivos apropriados
e os ideais orientadores da educagdo? Uma questdo relacionada diz respeito & avaliagdo: quais sdo os critérios
apropriados para avaliar os esforcos, instituigdes, praticas e produtos educacionais? Outros problemas importantes
envolvem a autoridade do estado e dos professores e os direitos dos alunos e pais; o carater de supostos ideais
educacionais, como o pensamento critico, ¢ de fendmenos supostamente indesejaveis, como a doutrinagdo; a melhor



Como se pbde ver, o autor apresenta como problema central, aquele do qual todos os
outros derivam, “quais sdo os objetivos apropriados e os ideais orientadores da
educacado?”. Nota-se que a Filosofia da Educacdo preocupa-se com questdes
estruturantes das Ciéncias da Educacdo, enquanto estas procuram explicar os
fenomenos do seu ambito de atuacgao.

Filosofia da Educagao Matematica

Para Pais (2002), a Educagcdo Matematica € a area de pesquisa educacional que tem
como objeto de estudo a compreenséo, a interpretacédo e a descricdo de fendmenos
relativos ao ensino e a aprendizagem da Matematica. Para Douady (1984):

La didactique des mathématiques étudie les processus de transmission et d'acquisition
des différents contenus de cette science, particulierement en situation scolaire ou
universitaire. Elle se propose de décrire et d'expliquer les phénoménes relatifs aux rapports
entre son enseignement et son apprentissage. Elle ne se réduit pas a chercher une bonne
maniére d'enseigner une notion fixée. Par exemple, l'organisation d'une activité, dont
l'intention déclarée est I'apprentissage d'un savoir désigné, est un objet d'étude pour la
didactique, méme si cette activité échoue ou dévie de son obijectif. La didactique se
propose d'agir sur le systéme éducatif dans un sens « bénéfique », a savoir : améliorer les
méthodes et les contenus de l'enseignement et proposer des conditions pour un
fonctionnement stable de systémes didactiques facilitant chez I'éléve la construction d'un
savoir vivant et fonctionnel par I'explicitation des structures en jeu.*

Com base no que apresenta Ponte (2008), podemos categorizar os campos de atuagao
da Didatica da Matematica em Portugal em cinco grupos: aprendizagem do aluno,
atividade do professor, atividade do investigador em Educagdo Matematica,
desenvolvimento do curriculo e contexto. E claro que ndo sdo areas absolutamente
dissociadas, elas sao distinguidas pela predominéncia de uma dentre as outras e nao
pela exclusividade de uma dentre as outras.

maneira de entender e conduzir a educa¢do moral; uma série de perguntas sobre ensino, aprendizagem e curriculo; e
muitos outros.

4 A Didatica da Matematica estuda os processos de transmissdo e de aquisi¢do dos diferentes contetidos desta ciéncia,
particularmente numa situacao escolar ou universitaria. Ela se propde a descrever e explicar os fendmenos relativos as
relagdes entre seu ensino e sua aprendizagem. Ela ndo se reduz a pesquisar uma boa maneira de ensinar uma
determinada nocao. Por exemplo, a organiza¢do de uma atividade, cuja intencdo declarada ¢ a aprendizagem de um
conhecimento designado, ¢ um objeto de estudo para a didatica, mesmo que essa atividade falhe ou desvie de seu
objetivo. A didatica propde-se a atuar sobre o sistema educacional de maneira "benéfica", a saber: melhorar os métodos
e os conteudos do ensino e propor condigdes para um funcionamento estavel dos sistemas didaticos facilitando ao
aluno a construgdo de um conhecimento vivo e funcional, explicando as estruturas envolvidas.



1. 2 Teorias de investigacdao em Educagao Matematica

Como se nota na citagdo seguinte de Kilpatrick, na Europa, a Educagcdo Matematica goza
de maior autonomia que nos Estados Unidos da América. Naquela regido ela é
considerada autbnoma, uma das ciéncias matematicas, uma disciplina.

| concluded, “A lack of attention to theory is characteristic of US research on mathematical
learning and thinking” (p. 369). Although | am confident that a similar survey today would
yield many more articles in which there was serious attention to a theoretical framework,
the States are undoubtedly still behind Europe in serious theorizing in mathematics
education. After all, Europeans engage in the study of the didactics of mathematics, which
they consider both one of the mathematical sciences and a discipline in its own right,
whereas Americans (at least this one) tend to hesitate to grant either quality to mathematics
education.” (Kilpatrick, 2010, p. 5).

Para Pais, a Educagdo Matematica ocupa uma grande area delimitada dentro da
Educacao. O autor reconhece o objeto e, subentende-se, métodos préprios da Educagao
Matematica, conferindo, assim, autonomia a esta area de investigagdo em Educacéao.
Nota-se que, diferentemente da hesitagcdo de Kilpatrick, Pais considera a Educagao
Matematica como uma grande area de investigagdo em Educacéo, uma disciplina, como
se nota na citagao seguinte:

A educacdo matematica € uma grande area de pesquisa educacional, cujo objeto de
estudo é a compreensao, interpretacao e descricao de fenémenos referentes ao ensino e
a aprendizagem da matematica, nos diversos niveis da escolaridade quer seja em sua
dimensao tedrica ou pratica. Além dessa definicdo ampla, a expressao educacdo
matematica pode ser ainda entendida no plano da pratica pedagdgica, conduzida pelos
desafios do cotidiano escolar. Sua consolidagdo como area de pesquisa é relativamente
recente, quando comparada com a histéria milenar da matematica e o seu
desenvolvimento recebeu um grande impulso, nas ultimas décadas, dando origem a varias
tendéncias tedricas, cada qual valorizando determinadas tematicas educacionais do
ensino da matematica. (Pais, 2002, p. 10)

Para que esta investigagao parta de uma base atual e possa produzir contributos sélidos,
€ importante analisar varias teorias da Educagcao Matematica. Com base na analise as
teorias, foram selecionadas as que consideramos ser as mais adequadas para a nossa
investigacdo. Uma vez selecionadas as teorias que irdo guiar a investigacao, fizemos
uma analise mais profunda das mesmas. E um facto que a linguagem técnica utilizada

5 Conclui, “Uma falta de atenc¢fio a teoria ¢ carateristica da pesquisa dos estados unidos sobre aprendizagem e
pensamento matematicos” (p. 369). Embora eu esteja confiante de que uma pesquisa similar hoje revelaria muitos mais
artigos nos quais haveria uma atengdo séria a estrutura tedrica, os Estados Unidos da América, sem duvidas, ainda
estdo atrds da Europa em matéria de teorizacdo séria em Educagdo Matematica. Afinal de contas os europeus
empenham-se no estudo da Didatica da Matematica, o que eles consideram tanto como uma ciéncia matematica como
uma disciplina com direito proprio, ao passo que os americanos (pelo menos este) tendem a hesitar em conferir ambas
qualidades a Educacdo Matematica.” atengdo as tradugdes



pelos especialistas da area é proveniente das distintas teorias existentes, esta
constatacao refor¢ca a necessidade de, pelo menos, ter-se nogéo das teorias existentes,
assim como da sua terminologia.

Teorias de investigacdo em Educagado Matematica:
e Teoria dos Obstaculos epistemologicos de Bachellard;
e Teoria da Transposi¢ao Didatica de Chevalard;
e Teoria dos Campos Concetuais de Vergnaud;
e Teoria das Situacdes Didaticas de Brousseau;
e Teoria do Contrato Didatico também de Brousseau;
e Teoria da Engenharia Didatica de Artigue;
e Teoria da Dialética-Ferramenta-Objeto de Regine Douady.
1.2.1 Teoria dos Obstaculos Epistemolégicos de Gaston Bachelard

O conceito de obstaculo epistemoldgico surgiu na filosofia da ciéncia nos trabalhos de
Bachelard. O autor foi o primeiro a interpretar a génese do conhecimento cientifico com
base neste conceito:

When we start looking for the psychological conditions in which scientific progress is made,
we are soon convinced that the problem of scientific knowledge must be posed in terms of
obstacles. This is not a matter of considering external obstacles, such as the complexity
and transience of phenomena, or indeed of incriminating the weakness of the senses or of
the human mind. It is at the very heart of the act of cognition that, by some kind of functional
necessity, sluggishness and disturbances arise. It is in the act of cognition that we shall
show causes of stagnation and even of regression; there too we shall discern causes of
inertia that we shall call epistemological obstacles.® (Bachelard, 1938, p. 24).

Para Bachelard (1938), para que um conhecimento evolua de pré-cientifico para cientifico
€ necessario que haja rejeicdo de conhecimentos anteriores, processo que implica
enfrentar um certo numero de obstaculos. Os obstaculos referem-se a conhecimentos
anteriores com os quais a pessoa esta familiarizada, compreendendo-se assim o porqué
da resisténcia das pessoas a instalacdo de novos conhecimentos.

¢ Quando comecamos a olhar para as condigdes psicoldgicas nas quais o progresso cientifico acontece, rapidamente
nos convencemos de que o problema do conhecimento cientifico deve ser colocado em termos de obstaculos. Nao se
trata de considerar obstaculos externos, tais como a complexidade e a transitoriedade dos fendmenos, ou mesmos
incriminar a fraquesa dos sentidos ou da mente humana. E mesmo no cerne do acto de cognigdo que, através de algum
tipo de necessidade funcional, a lentiddo e o disturbio surge. E no acto de cogni¢do que mostraremos causas de
estagnacdo e mesmo de regressdo; la também discerniremos causas de inércia as quais denominaremos obstaculos
epistemologicos.



Segundo Bachelard (1938), na Matematica, a analise aos obstaculos deve ser feita com
particular atengdo, uma vez que, diferente do que acontece com as ciéncias
experimentais, a sua evolugao apresenta periodos de paragem e ndo apresenta periodos
de erro.

It will be seen how false rigour is a block to thought and how a first mathematical system
can sometimes prevent a new system from being understood. We shall moreover restrict
ourselves to making fairly elementary observations, for the sake of readability. To complete
our task here, we would in addition need to study the formation of the mathematical mind
from the same critical standpoint. This however will be undertaken in another book. This
division is possible, we believe, because the growth of the mathematical mind is very
different from that of the scientific mind as it strives to understand physical phenomena.
Indeed, the history of mathematics is wonderfully regular. There are periods when it comes
to a halt. There are though no periods of error. None of the arguments we are putting
forward in this book has any bearing on mathematical knowledge. Our arguments here deal
only with knowledge of the objective world.” (Bachelard, p. 32, 1938)

Segundo Bachelard (1938), obstaculos didaticos sdo conhecimentos ja estaveis no
intelecto do individuo e, pelo seu papel na aprendizagem, constituem motivo de grande
interesse pedagogico. O conhecimento anterior estavel no intelecto atua como forga
contraria a realizagdo de uma nova aprendizagem, o que estagna a evolugéo do
conhecimento. Para contornar a estagnagdo é necessario que haja uma rutura
epistemoldgica com o conhecimento prévio detido pelo individuo.

Razdes historicas, culturais e sociais estdo na base dos obstaculos epistemolégicos. Tais
razdes revelam-se pelas representagdes elaboradas pelo imaginario do sujeito cognitivo,
bloqueando a evolugao da aprendizagem. Desta maneira, € notéria a importancia de se
entender como ocorre a reorganizacgao intelectual de tal forma que o novo conhecimento
entre em harmonia com o anterior. A utilidade da Teoria dos Obstaculos Epistemologicos
€ transversal aos cinco campos da Didatica da Matematica.

1.2.2 Teoria da Transposi¢ao Didatica de Yves Chevallard

Para Chevallard (1998), o processo de transposigcao didatica refere-se a transformagao
que um objeto ou um corpo de conhecimento sofre do momento que €& produzido,
utilizado, selecionado e estruturado para ser ensinado até o momento em que ele é

7 Ser4 visto como o falso rigor é um obstdculo ao pensamento e como um primeiro sistema matematico pode, as vezes,
impedir que um novo sistema seja compreendido. Além disso, restringir-nos-emos a fazer observacdes razoavelmente
elementares, por uma questdo de legibilidade. Para completar nossa tarefa aqui, precisariamos, além disso, estudar a
formagao da mente matematica do mesmo ponto de vista critico. Isso, no entanto, sera realizado em outro livro. Esta
divisdo ¢ possivel, acreditamos, porque o crescimento da mente matematica ¢ muito diferente do da mente cientifica,
na medida em que se esforca para entender os fenomenos fisicos. De fato, a historia da matematica ¢ maravilhosamente
regular. Ha periodos em que chega a hora de parar. Nao ha periodos de erro. Nenhum dos argumentos que estamos
apresentando neste livro tem qualquer influéncia no conhecimento matematico. Nossos argumentos aqui lidam apenas
com o conhecimento do mundo objetivo.



efetivamente ensinado numa escola. E um processo que transforma um objeto de saber
a ensinar para um objeto ensinado. Esta teoria destaca o facto de que aquilo que é
ensinado numa escola é oriundo de outras instituicdes, construido em praticas concretas
e organizado em conjuntos particulares de objetos.

Pelo dito acima, facilmente nos apercebemos que esta teoria pode ser utilizada em todos
os campos da Didatica da Matematica ja considerados. Ela pode ser utilizada no campo
de aprendizagem, pois o0 aluno em atos de estudo de autodidatismo é parte ativa da
transposicao de objetos a aprender em objetos aprendidos. Pode ser utilizada no campo
de atividade do professor, pois € a este que tradicionalmente cabe a tarefa de dirigir o
processo de transformag¢ao do objeto a ensinar em objeto sabido. Pode ser utilizada no
campo de desenvolvimento do curriculo, pois é no curriculo que se lista os objetos a
saber (conteudo), lista-se os objetos a serem sabidos (objetivos instrutivos e objetivos
educativos), bem como lista-se vias para se sair de um ponto para o outro (metodologias,
técnicas, procedimentos, meios e materiais). Pode ser utilizada no campo do contexto,
pois 0 meio que nos envolve nas suas diversas dimensbes — pessoal, familiar,
académica e social — é permanentemente um objeto a saber. Pode ser utilizada no
campo de atividade do investigador em Educagdo Matematica, pois trata-se de uma
consagrada ferramenta a ter em conta no desenvolvimento de investigagdes.

Segundo Chevallard (1998, p. 45):

Un contenido de saber que ha sido designado como saber a ensefar, sufre a partir de
entonces un conjunto de transformaciones adaptativas que van a hacerlo apto para ocupar
un lugar entre los objetos de ensenanza. El "trabajo" que transforma de un objeto de saber
a ensefiar en un objeto de ensefianza, es denominado la transposicion didactica.®

A citagcdo acima constitui uma consolidacdo da possibilidade de enquadramento da
Teoria da Transposi¢do Didatica no campo de desenvolvimento curricular. E no ambito
do desenvolvimento curricular que se da a selecao e a doseficagao de conteudos, partes
importantes do processo de transformacao do saber a aprender em saber aprendido.

1.2.3 Teoria dos Campos Concetuais de Gérard Vergnaud

A partir daqui, mas apenas dentro da Didatica da Matematica Francesa, comegamos a
falar de teorias especificamente criadas para a investigacdo em Educagao Matematica.
As duas anteriores, embora muito uteis para a investigacdo em Educagdo Matematica,
foram criadas para a Educacao e posteriormente adaptadas a investigacdo em Educagao
Matematica.

8 Um contetido do conhecimento, tendo sido designado como saber a ensinar, sofre um conjunto de transformagdes
adaptativas, tornando-o apto a tomar lugar entre os “objetos de ensino”. O processo, que de um objeto de saber a
ensinar faz um objeto de ensino é chamado de transposigao didatica.
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Desde o inicio da Didatica da Matematica francesa tem-se reivindicado fortemente o
papel central do conteudo matematico nas teorias, o que tem acontecido mesmo nas
linhas de investigagao mais centradas na concetualizagao dos alunos. Duas teorias que
estiveram no inicio da existéncia oficial da comunidade francesa de Didatica da
Matematica ajudam-nos a compreender isto. A Teoria dos Campos Concetuais de
Vergnaud e a Teoria das Situagdes Didaticas de Brousseau. (Laborde, 2007)

Vergnaud (1981) considera que modelar o conhecimento do aluno sobre uma nogao
matematica faz sentido apenas quando se tem em conta os problemas matematicos nos
quais ele esta envolvido. Para o tedrico, modelar o conhecimento do aluno significa
modelar a interagao entre o problema e o aluno. Vergnaud (1981) afirma que a solugao
do problema ¢é a fonte e o critério do saber.

Provavelmente influenciado pela Teoria das Situa¢des Didaticas, Vergnaud substituiu a
palavra “problema” pela palavra “situacdo”. Para o tedrico, modelar o estado do
conhecimento dos alunos e 0s seus processos pode ser feito apenas quando se faz
referéncia ao subconjunto de problemas matematicos dentro do conteudo matematico a
ser aprendido. (Laborde 2007).

A teoria tem como objeto a selecdo adequada, em quantidade e qualidade, dos
problemas indicados para a aprendizagem da Matematica, bem como a interagao entre
aluno e problemas. Um dos seus objetivos € o de estudar e promover as condi¢oes
favoraveis para a compreensao das caracteristicas essenciais dos conceitos pelo aluno.

On appelle champ conceptuel un ensemble de situations dont le traitement implique des
scheémes, concepts et théorémes, en étroite connexion, ainsi que des représentations
langagiéeres et symboliques susceptibles d’étre utilisées pour les représenter.9 (Vergnaud,
1994, p. 65)

Segundo Vergnaud (1981), essa teoria foi criada tendo em vista respeitar uma estrutura
progressiva de elaboracdo de conceitos, tendo assim, pertinéncia a sua aplicagado a
Matematica. Trata-se de procurar as possiveis filiacdes e ruturas entre as ideias iniciais
da Matematica, levando em consideracédo as acdes realizadas pelo aluno. Destaca-se
nesta teoria o tratamento dado ao conhecimento escolar, aquele conhecimento que
intermedeia o cientifico e o quotidiano. Os conceitos passam a ter um significado de
natureza educacional, sem estar nem no patamar do conhecimento cientifico,
caraterizado pela sua pureza, nem no patamar do conhecimento quotidiano, caraterizado
pelo seu empirismo. O conhecimento é constituido e desenvolvido ao longo do tempo
com a capacidade de adaptacéao e as experiéncias do individuo ao longo das interagdes

® Chama-se campo concetual a um conjunto de situagdes para as quais os processos de resolugdo implicam esquemas,
conceitos em estreita ligagdo, bem como representagdes simbolicas e de linguagem suscetiveis de serem usadas para
representa-las.
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que vai tendo. O individuo desenvolve um conjunto de procedimentos de raciocinios que
coordenam as adaptacdes necessarias para a sintetizacdo de um novo conhecimento.

Nesta teoria concebe-se o conhecimento como sendo uma sucessao de adaptagdes que
o aluno realiza como consequéncia da influéncia de situagbes que ele vivencia no
ambiente escolar e no ambiente quotidiano extraescolar. Para que assim suceda, os
espacos e as situagdes devem constituir problemas que proporcionam ao aluno a
percecao das ligagdes entre os varios conceitos com que se depara e precisa de lidar.

1.2.4 Teoria das Situagoes Didaticas de Guy Brousseau

A semelhanca do que acontece com a Teoria dos Campos Concetuais de Vergnaud, a
Teoria das Situagbes Didaticas € baseada em hipoteses de aprendizagem de natureza
cognitiva ou em duas grandes teorias transversais, o construtivismo e o sdcio-
construtivismo. Ambas teorias tém como objetivo criar condigdes para melhorar o ensino
e a aprendizagem da Matematica. Aquilo a que Vergnaud, na sua Teoria dos Campos
Concetuais, chama de problemas, Brousseau chama de situacéo.

A Teoria das Situag¢des Didaticas de Brousseau (1997) tem como objeto de estudo o
funcionamento do conhecimento matematico e da situagdo. Nesta teoria o objeto ndo é
a concetualizagao do aluno em relagao aos problemas com que se depara, o objeto s&o
as situacgdes que o levam a aprender determinado conhecimento.

A teoria tem como obijetivo identificar condigdes em situagdes com as quais confrontar o
aluno, nas quais ele desenvolve atividades cientificas que podem ser a fonte de
construcao de conhecimento, de aprendizagem. Aqui, aprendizagem é considerada como
sendo resultante de uma adaptacdo a uma nova situagao na qual o conhecimento prévio
do aluno nao lhe permite desenvolver uma estratégia de resolugéo eficiente. O aluno
deve desenvolver novos meios de resolugdo que sejam a fonte de conhecimento
matematico novo.

A maneira didatica de apresentar um conteudo ao aluno influencia significativamente o
conhecimento construido por ele. Segundo Brousseau (1997), uma situacao didatica é
um conjunto de relagdes explicita ou implicitamente estabelecidas entre um aluno ou um
grupo de alunos, em determinado meio, eventualmente com instrumentos e objetos, com
um professor, dentro de um sistema educativo, com a finalidade de possibilitar aos alunos
um saber construido ou em vias de construcdo. O trabalho do aluno, pelo menos
parcialmente, deve reproduzir carateristicas do trabalho cientifico propriamente dito, o
que reflete uma garantia de uma construgao efetiva de conhecimentos pertinentes.

Pelo exposto, facilmente constatamos que uma situagéo didatica € um conjunto de
relacbes pedagdgicas entre o professor, os alunos e o conhecimento — no caso o
matematico — que ocorre na sala de aula com o objetivo de desenvolver atividades
direcionadas para o ensino e a aprendizagem de determinado conteudo. A presenga dos
trés elementos é condigcao indispensavel para se considerar como uma situacao didatica,
na falta de pelo menos um deles esta-se em presenca de uma situacdo de estudo. A
situagao didatica, para sua melhor compreenséo, sdo agregaveis outros elementos do
sistema didatico, nomeadamente objetivos, métodos, contributos teoricos e recursos
didaticos.
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Nesta teoria, o professor ndo se deve limitar a comunicar conhecimento, ele deve também
fazer a devolugdo de bons problemas — entenda-se fazer a transferéncia da
responsabilidade de resolugdo de exercicios para o aluno. A aceitagdo da
responsabilidade por parte do aluno é sinénimo de inicio do processo de aprendizagem.
Devolugao é responsabilizar o aluno pela construgdo do seu proprio conhecimento. O
autor da teoria, Guy Brousseau, apresenta-nos também o conceito de situagdes
adidaticas, como sendo situagdes que também contribuem para a formacao de conceitos
sem estar sob controlo pedagdgico do professor. Para o autor, esta nogao permite
compreender a interacao entre o ambiente escolar e 0 espaco maior da vida. Nas
situagbes adidaticas, o aluno trabalha de forma independente, ndo havendo uma
intencionalidade pedagdgica direta ou controlo didatico feito pelo professor. A situagao é
adidatica quando o aluno é capaz de colocar em funcionamento e utilizar por ele mesmo
0 conhecimento que esta a construir em situagdes nao previstas em qualquer contexto
de ensino e na auséncia do professor. Se as situagdes adidaticas retirarmos o objetivo
de realizarmos aprendizagem e retirarmos também o planeamento, entdo estaremos
diante de situagdes ndo didaticas. E importante notar que, apesar de ndo estar planificada
para a aprendizagem, na situagao nao didatica também se aprende. Tipos de situagdes
didaticas: situacbes de acgao, situacbes de formulagdo, situacbes de validagdo e
situagdes de institucionalizagao. (Brousseau 2008).

1.2.5 Teoria do Contrato Didatico de Guy Brousseau

A Teoria do Contrato Didatico estuda as regras e as condi¢des do funcionamento da
educacéo escolar. Nos processos de ensino e de aprendizagem na sala de aula, a teoria
refere-se as obrigagdes pontuais tanto do professor como do aluno. Apesar de ter surgido
no ensino da Matematica, € uma teoria de aplicagao transversal a outras disciplinas.

O conceito de contrato didatico surgiu em 1980 durante um inquérito clinico e estatistico
com alunos com dificuldades em Matematica (1975-1980), realizado pelo Centro de
Observacgao e Pesquisas sobre o Ensino de Matematica (COREM) da Universidade de
Bordeaux, como parte das suas pesquisas sobre situacdes matematicas. Quais as
obrigagdes mutuas, explicitas e implicitas que pais, alunos e professores exercem entre
si? Elas sdo compativeis? Qual é a legitimidade e a eficacia das medidas de que cada
um deles acredita dispor? Essas questdes surgem de forma crucial para a familia e para
os educadores de uma "crianga com dificuldade", mas elas podem permanecer muito
tempo ignoradas pelo restante da sociedade. (Brousseau, 2013)

Segundo Brousseau (1990), chama-se contrato didatico o conjunto de comportamentos
do professor que sado esperados pelos alunos e o conjunto de comportamentos do aluno
que sao esperados pelo professor. Esse contrato € o conjunto de regras que determinam,
uma pequena parte explicitamente, mas sobretudo implicitamente, o que cabe a cada
parte integrante da relagao didatica em termos de gestao e prestagao de contas.

O contrato didatico difere do pedagogico por este se referir ao conjunto de regras de
convivéncia dentro do recinto escolar, sdo regras explicitamente enunciadas. No contrato
didatico o que deve ser feito € percebido no fazer, na pratica diaria, e ndo no enunciado,
nao sao escritas, ndo sao faladas, as suas clausulas sado implicitas. O contrato didatico
diz respeito as clausulas da construgdo do conhecimento do aluno, tais clausulas, tanto
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para o professor como para o aluno, sdo percebidas no fazer, no enunciado (ndo
enunciado de regras) de exercicios e de problemas. (Brousseau, 1997)

Paradoxos da Teoria do Contrato Didatico, segundo Brousseau (1997): (1) paradoxo da
devolugao de situagdes; (2) paradox das situagdes de adaptagdo — (a) mau ajustamento
a corregao e (b) mau ajustamento a adaptagdo posterior —; (3) paradoxos da
aprendizagem por adaptagdo — (a) negacédo de conhecimento e (b) destruicdo da sua
causa —; (4) paradoxo do ator.

A nogao de contrato didatico esta associada ao conceito de contrato social, de Jean-
Jacques Rousseau (1712-1778), que “propde uma forma de compreender as regras de
funcionamento da sociedade e suas aplica¢gdes na educagao” (Pais, 2002, p. 78).

Os contratos, infelizmente, também podem ser mal-colocados ou mal-entendidos. Isto
ocorre quando ha pouca abertura tanto do professor como dos alunos, podendo ser uma
consequéncia do comportamento de ambos. Cabe ao professor maior responsabilidade
na iniciativa de abertura. A presuncao de ambos face ao comportamento de outrem
contribui bastante para o surgimento de contratos mal-colocados ou mal-entendidos.

1.2.6 Teoria da Engenharia Didatica de Michéle Artigue

A Engenharia Didatica € uma metodologia de pesquisa que foi formulada com o objetivo
de analisar situacdes didaticas — Nota-se aqui relacdo com a teoria das Situacdes
Didaticas de Guy Brousseau. Embora, conforme afirma Pais (2002), seja uma teoria que
pode ter analogia com o trabalho de um engenheiro, no sentido da concecéao,
planeamento e execucdo de um projeto, ela nado pode ser vista como um conjunto
automatizado de repetigdes, mas sim em sentido pleno, o que envolve a gestédo, ao longo
de toda ela, de ideias e o seu reflexo em termos praticos. Para Machado (2002),
Engenharia Didatica pode ser vista como um esquema experimental baseado em
realizacbes didaticas na sala de aula, ou seja, sobre a concecgéo, a realizagdo, a
observacao e a analise de sequéncias de ensino.

Segundo a autora da teoria, Artigue (1996), a nogao de Engenharia Didatica surgiu na
Didatica da Matematica da comunidade académica francesa, no inicio da década de 80,
com o objetivo de destacar uma forma de trabalho didatico. A Engenharia Didatica tem
uma forma prépria de organizar os procedimentos metodolégicos da pesquisa, 0 que
abarca, de maneira interligada, a dimensao tedrica e a dimensdo experimental. A
interligacéo entre as dimensdes tedrica e experimental constitui-se numa vantagem desta
metodologia.

Nesta teoria distinguem-se dois niveis de engenharia didatica, o nivel necessario e o
complementar. O primeiro nivel, também denominado microengenharia, € aquele em que
0 objeto de pesquisa de determinado estudo € um assunto. O segundo nivel, também
denominado macroengenharia, € o das pesquisas que permitem uma ligagéo entre a
complexidade das pesquisas da microengenharia e os fendmenos ligados a duragao nas
relacdes de ensino e de aprendizagem. Quanto as fases metodoldgicas, a Engenharia
Didatica divide-se em quatro fases, nomeadamente analises preliminares, concecéo e
analise a priori das situagcbes didaticas, a experimentacdo e analise a posteriori e
validacao (Artigue, 1996).
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Fase de anadlises preliminares

Para Artigue (1996), esta fase é realizada através de consideragdes feitas sobre o quadro
tedrico-didatico geral, bem como sobre conhecimentos didaticos anteriormente
adquiridos. Nesta fase identifica-se as possiveis causas do problema assim como as
possiveis formas do seu tratamento. A autora considera que a analise preliminar
geralmente assenta nas seguintes situagoes:

e a analise epistemoldgica dos conteudos visados pelo ensino;
e a analise do ensino habitual e dos seus efeitos;

e a analise das concepgdes dos alunos, das dificuldades e obstaculos que marcam
a sua evolucéo;

e a analise do campo de constrangimento no qual vira a situar-se a realizagao
didatica efetiva;

e ¢, naturalmente, tendo em conta os objetivos especificos da investigacao. (Artigue,
1996, p.198).

Fase de concegao e analise a priori das situagoes didaticas

Em consequéncia do trabalho feito na fase anterior, a autora define a diregao do seu
trabalho escolhendo as variaveis sobre as quais devera atuar. Segundo Artigue (1996),
para o sucesso desta fase, € importante distinguir dois tipos variaveis de comando:

e as variaveis macro-didaticas ou globais, que dizem respeito a organizagao global
da engenharia;

e e as variaveis micro-didaticas ou locais, que dizem respeito a organizagao local da
engenharia, isto €, a organizagcao de uma sessao ou de uma fase, podendo umas
e outras ser, por sua vez, variaveis de ordem geral ou variaveis dependentes do
conteudo didatico cujo ensino é visado. (Artigue, 1996, p. 202)

Fase de experimentagao

Esta fase é caraterizada por uma sequéncia de agdes experimentais. Para Pais (2001),
a referida sequéncia didatica € formada num determinado numero de aulas — também
conhecidas por sessbes — planificadas e analisadas previamente com o objetivo de
constatar situagdes de aprendizagem sobre os conceitos na pesquisa. A execugdo da
sequéncia permite também confirmar a proximidade dos resultados praticos a analise
tedrica.

Para Machado (1999), trata-se de uma fase da engenharia didatica iniciada mediante
contato do pesquisador/professor/observador (es) com a populagéo de alunos — objetos
do estudo. Tal fase implica:

e a explicitagdo dos objetos e condigbes de realizagdo da pesquisa a populagao de
alunos que participara da experimentacao;

e 0 estabelecimento do contrato didatico;

e a aplicagao dos instrumentos de pesquisa;
15



e O registro das observacbes feitas durante a experimentagdo (observagao
cuidadosa descrita em relatério, transcricdo dos registros audiovisuais, etc.).
(Machado, 1999, p. 206).

Fase de analise a posteriori e validagao

Segundo Artigue (1996), esta fase apoia-se nos dados recolhidos durante a fase de
experimentacdo. Analisa-se a producdo dos alunos, bem como as observacdes
realizadas sobre o comportamento dos mesmos durante a execugdo da sequéncia
didatica e da experimentacédo. Para a autora, nesta fase, averigua-se o alcance das
expetativas consideradas na fase de analises preliminares. Mediante a confrontacao das
analises preliminares e a posteriori valida-se, ou ndo, a hipétese de pesquisa.

Artigue (1996) indica algumas dificuldades existentes na fase de validagéo encontradas
nos trabalhos publicados sobre engenharia didatica:

e Na maior parte dos textos publicados relativos a engenharias, o confronto das
duas andlises, a priori e a posteriori, exibe distorgdes. Elas estdo longe de ser
sempre analisadas em termos de validacéo, a saber, investigando aquilo que, nas
hipéteses consideradas, as distorcées constatadas invalidam. Com grande
frequéncia, os autores limitam-se a propor modificagdes da engenharia, visando a
sua reducgao, sem se envolverem, pois, verdadeiramente, num procedimento de
validagao.

e As préprias hipéteses explicitamente envolvidas nos trabalhos de engenharia séo,
com grande frequéncia, hipdteses relativamente globais, que péem em jogo
processos de aprendizagem a longo prazo, que a amplitude da engenharia n&o
permite necessariamente fazer entrar, de facto, no procedimento de validacao
(Artigue, 1996, p. 209).

Pais (2001) refere que metodologicamente a validagao faz parte de uma fase em que a
vigilancia deve ser reforgada, uma vez que se trata de certificar a existéncia do carater
cientifico. Assim sendo, a engenharia didatica, enquanto procedimento metodoldgico,
fundamenta-se em registos de estudos de caso, cuja validade é interna e permeia o
contexto da investigacao realizada.

1.2.7 Teoria da Dialética-Ferramenta-Objeto de Régine Douady

Esta € uma teoria que surge na sequéncia da anterior, a teoria da Engenharia Didatica.
Esta autora concebe a teoria da Dialética-Ferramenta-Objeto como instrumentos para a
concecao, realizagao e analise das engenharias didaticas.

Segundo Maranhdo (2010), Sado sete as fases consideradas por esta teoria: fase do
antigo, fase de pesquisas, fase de explicitagdo, fase do novo implicito, fase de
institucionalizagdo do conhecimento, fase de reinvestimento e fase do novo problema.

e Fase do antigo: nesta fase o aluno utiliza os conhecimentos antigos, relacionados
com a Matematica, como ferramentas para resolver problemas;

o Fase de pesquisas: diante de dificuldades na resolugao de problemas, os alunos
sao conduzidos a colocar em pratica novos conhecimentos que séo implicitos;

16



o Fase de explicitacdo: aqui os alunos descrevem as dificuldades e os resultados
obtidos no seu trabalho. Para tal, € importante que o professor crie um ambiente
de abertura para debates sobre os conhecimentos antigos, 0os novos, assim como
0s que se vao criando ao longo do trabalho dos alunos;

e Fase do novo implicito: ao longo das resolugdes, pela experiéncia que os alunos
vao ganhando, tornam-se capazes de formular objetos de conhecimento
matematico como conceitos, propriedades ou procedimentos. Tais objetos podem
ser validados ou refutados, cabe ao professor criar um ambiente que permita aos
alunos continuar a criar e a aprimorar 0os seus mecanismos de validacdo e
refutacdo, numa sé palavra averiguacao, dos objetos matematicos fruto da sua
criatividade;

e Fase de institucionalizagdo: para o alcance desta quinta fase é possivel que seja
necessario fazer-ser mais do que um ciclo das quatro fases anteriores. Nesta fase
acontece a institucionalizagdo dos conhecimentos validados em objetos
matematicos, nomeadamente definigcdes, enunciados, conjeturas, teoremas, entre
outros;

e Fase de reinvestimento: esta é uma fase de consolidagdo, o que se faz com
resolucao de varios exercicios. Aqui ndo se cria novos conhecimentos, sao criadas
apenas novas situagdes com intuito de consolidar os conhecimentos adquiridos
de tal forma que, posteriormente, tais conhecimentos sejam tratados como
antigos.

e Fase do novo problema: aqui os novos conhecimentos passam a ser reutilizados
em tarefas mais complexas, utilizando outros conceitos, propriedades e
procedimentos. Isto evidencia o despoletar de um novo ciclo. Assim, os
conhecimentos novos tomam a condi¢cédo de antigos a partir dos quais poder-se-a
evoluir para novos conhecimentos.

Em 1986, na sua tese de doutoramento intitulada “Jeux de cadres et dialectique outil-
objet dans I'enseignement des mathématiques™'®, pela primeira, vez Régine Douady
apresentou os conceitos de “quadro”, “mudancga de quadro” e de “jogo de quadros”. A
autora considera a mudanca de quadro como sendo a mudanca de contexto muitas vezes
necessaria para resolver determinados problemas. Esta mudanga pode ajudar a entender
melhor determinado procedimento que o professor ou o investigador usa para resolver

um problema.
Exemplo:

Considere a fungao: f(x) = "_J’j

x—

19 Jogo de quadros e dialética ferramenta-objeto no ensino da Matemética.
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a) Determine o seu dominio;
b) Determine os seus pontos de descontinuidade, caso existam;

c) Classifique-os, sabendo que as descontinuidades podem ser do primeiro género
(se os limites laterais no ponto considerado forem diferentes), do segundo género
(se o limite no ponto considerado for infinito) e removivel (se o limite for diferente
da imagem no ponto considerado).

Fase 1, do antigo: considerando que os alunos sabem fazer a representagao analitica do
dominio de uma funcdo, estamos diante de conhecimentos antigos que permitiram a
resolucao parcial do problema. Para resolugdo das alineas b) e c), os alunos precisam
de conhecimentos sobre continuidade de funcgdes, o que estamos a considerar que nao
tém ainda, dai estarmos diante de um problema e nao de um simples exercicio.

x+ 2
x—1

a) f(x) =

Sendo uma fungao racional, o procedimento passa por determinar os numeros reais que
anulam o denominador.

x—1+#0
x#*1
~Df ={x € R|lx # 1}

Fase 2, de pesquisas: o problema apresentado necessita de um novo objeto para ser
resolvido, no caso necessita de conhecimentos sobre continuidade de fungdes que
consideramos nao ser ainda do conhecimento dos alunos. A amplicacdo do quadro
analitico e a mudanga para o quadro geomeétrico podem propiciar a ampliagdo dos
conhecimentos antigos dos alunos, dando lugar a produgao de novos conhecimentos. Na
pratica, o professor pode desencadear a referida ampliacdo de quadro orientando a
seguinte atividade:

Represente na notagao de intervalos o dominio da fungédo dada.

O dominio Dr = {x € R|x # 1} em notagédo de intervalos é dado por D; = |—o0,1[ U
11, +oo[. Com esta amplicagdo do quadro inicial, fica mais uma vez e mais evidente que
na vizinhanga do ponto x = 1 em todos os pontos da reta real a fungdo tem imagem,
apenas no proprio ponto ndo esta definida a imagem da fungéo.

O professor pode desencadear a mudanga de quadro orientando a seguinte atividade:
Represente graficamente a fungao dada.
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Figura 0.1 Gréfico da fungéo f(x) = xtz

x-1

Nota-se que o grafico da fungédo sofre uma rutura, geometricamente fica claro que a
funcdo nao tem imagem no ponto de rutura, no ponto x = 1. Em relagéo a alinea b), mais
facilmente ja se pode dizer que no ponto x = 1 a fungao é descontinua, pois nele o grafico
da funcgéo é descontinuado. O novo quadro mais facilmente permite resolver a alinea b)
e introduzir o conceito de descontinuidade de uma fungdo num ponto.

Fase 3, de explicitacdo: nesta fase faz-se institucionalizacao local, fazendo-se referéncia
a constatagdes feitas no novo quadro considerado.

Depois de ouvidas e consideradas as duvidas dos alunos, o professor, dentro do novo
quadro, esta em condi¢gdes de explicar a nocido de limites laterais, no caso calculados
nas vizinhangas a esquerda e a direita do ponto x = 1. Com estes novos conhecimentos,
agora sim, o professor pode introduzir o conceito de continuidade de uma fungdo num
ponto, dizendo que uma fungédo é continua no ponto de abscissa x =a se f(a) =
glcif}l f(x), ou seja, se aimagem e o limite no ponto considerado existirem e forem iguais.

Fase 4, do novo implicito: nesta fase consolida-se o conceito apresentado na fase
anterior. Aprofunda-se o dialogo entre o professor e os alunos através da resolugao da
alinea c) e da apresentagao de novos exemplos por aquele e da resolugdo dos mesmos
por todos.

Fase 5, de institucionalizacado: depois de introduzida e formulada a “nova” propriedade,
esta deve ser utilizada como ferramenta na resolugao de novos problemas. Para tal,
institucionaliza-se e enuncia-se o novo conhecimento.

Definicdo: f(x) é continua num ponto x = a do seu dominio quando f(a) = lim f(x).
xX—a

Quando f(x) é continua em cada ponto do seu dominio, diz-se simplesmente que é
continua.

Classificacdo das descontinuidades:
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¢ Quando os limites laterais da funcdo no ponto considerado existem, mas sao
distintos, chama-se descontinuidade do primeiro género;

¢ Quanto o limite é infinito, chama-se descontinuidade do segundo género;

e Quando o limite existe e & diferente da imagem, chama-se descontinuidade
removivel ou evitavel.

Fase 6, de reinvestimento: institucionalizado que esta o novo conhecimento reutiliza-se
0 mesmo noutros problemas mais complexos.

Fase 7, do novo problema: aqui comega um novo ciclo em que os conhecimentos recém-
institucionalizados passam a ser antigos e a servir de base para o surgimento de novos
conhecimentos.

No exemplo apresentado acima nota-se a influéncia da mudanca de contexto na
aprendizagem do aluno. Importa realgar a mudanga da representagao analitica para a
geométrica da fungao, o que certamente proporciona ao aluno uma visao diferente, mais
abrangente, do assunto abordado.

1.2.8 Comparagao entre as teorias

Na Tabela 1 seguinte encontra-se uma sintese dos objetos de estudo de maior incidéncia
das teorias de investigacdo em Educacao Matematica.

Tabela 1: Comparacgéo das teorias de investigagdo em Educagdo Matematica em fungdo do seu objeto

Teorias Objeto
Teoria dos Obstaculos | Conflito entre conhecimento antigo e
epistemologicos de Gaston | conhecimento novo
Bachellard
Teoria da Transposicdo Didatica de | Processo de transformagéo do saber a
Yves Chevallard ensinar para saber ensinado
Adaptagdes que o aluno realiza sob a

Teoria dos Campos Concetuais de

X influéncia de situagdes que este

Gérard Vergnaud . ) ¢ 9 L.
vivencia dentro e fora da escola L

. . ~ e Forma com que podemos conceber e | Q
Teoria das Situagdes Didaticas de que po e Q
apresentar o conteudo matematico ao |3

Guy Brousseau o)
aluno =}

O conjunto de comportamentos que, g

Teoria do Contrato Didatico também | ndo ditos, professores, alunos e pais | @
de Guy Brousseau esperam  entre  si. Expetativas °c_’
reciprocas o

Teoria da Engenharia Didatica de | Planeamento e execucao de aulas
Michéle Artigue

Elementos tedricos wusados como
Teoria da  Dialética-Ferramenta- | instrumentos para a concecgéao,
Objeto de Régine Douady realizacdo e analise das engenharias
didaticas.
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Na Tabela 1 sintetiza-se as Teorias de Investigagdo em Educacao Matematica. Tal
sintese é importante pois permite ao leitor rapidamente ter uma nogao do que aborda
cada uma das teorias, assim como notar alguma ligagao entre os objetos de estudo das
mesmas. As teorias acima foram estudadas ao longo da revisao de literatura desta tese
com o objetivo de se reunir um leque de perspetivas sobre a aprendizagem da
Matematica que melhor sustentariam op¢des e abordagens seguintes da investigagao.

Tabela 2: Comparagéo das teorias de investigagdo em Educagcdo Matematica em fungdo dos campos da
Didatica da Matematica em Portugal

Teorias de investigagao em Educacao Campo da Didatica da

Matematica

Matematica

Teoria dos Obstaculos epistemolégicos de
Gaston Bachellard

Aprendizagem do
aluno

Teoria da Transposig¢ao Didatica de Yves
Chevalard

Desenvolvimento
curricular

Teoria dos Campos Concetuais de Gérard
Vergnaud

Aprendizagem do
aluno

Teoria das Situagdes Didaticas de Guy
Brousseau

Contexto de
aprendizagem

Teoria do Contrato Didatico também de
Guy Brousseau

Contexto de
aprendizagem

Teoria da Engenharia Didatica de Michéle

Atividade do professor

Artigue
Teoria da Dialética-Ferramenta-Objeto de
Régine Douady

eonjewsjel\ oedeonp]
W JopeblisaAul op apepIAlyY

Atividade do professor

Na tabela anterior (Tabela 2) encontra-se o enquadramento das teorias de investigagao
em Educagdo Matematica nos campos da Didatica da Matematica. Para além dos
campos diretamente indicados na tabela, todas as teorias, simultaneamente, enquadram-
se no campo atividade do investigador em Educacdo Matematica. O enquadramento nos
campos € predominante e ndo absoluto, ou seja, é o foco maior da teoria nos campos da
Didatica da Matematica. Temos, deste modo, liga¢des entre teorias de investigagdo em
Educacdo Matematica e campos de atuacdo da Didatica da Matematica. E uma relacéo
pertinente na medida em que contribui na selecdo que o investigador em Educacao
Matematica faz de teorias para utilizar no seu trabalho.

1.3 Teorias da aprendizagem

Considera-se teorias de aprendizagem, em Psicologia e em Educacado, os diversos
modelos que visam explicar o processo de aprendizagem dos individuos. Apesar de na
Grécia antiga se ter formulado diversas teorias sobre aprendizagem, as de maior
destaque na Educacdo contemporanea sdo a de Jean Piaget e a de Lev Vygotsky,
respetivamente, construtivismo cognitivista e construtivismo sociointeracionista. Por ter
mais relacdo com o estudo aqui feito, nas secgdes seguintes faremos apenas o
desenvolvimento das teorias construtivistas.
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Ao longo de varios anos foram surgindo muitas teorias da aprendizagem com varios
percursores. Tais teorias enriqueceram bastante as Ciéncias da Educagao tanto pela
quantidade como pela qualidade dos seus contributos. De tantos que s&o os contributos,
mesmo entre os especialistas existe alguma dificuldade em reconhecer as fronteiras
entre as teorias. Assim, estando a aprendizagem no centro deste estudo, entendemos
incluir nele considerag¢des sobre as teorias de aprendizagem. A partir de leituras feitas no
ambito da revisao de literatura, pudemos construir a Tabela 3 e classificar as teorias de
aprendizagem nos seguintes grupos:

1. Empirismo;

Racionalismo;

Humanismo;

Teoria da aprendizagem significativa;
Gestaltismo;

o0 R wWN

Teoria socio-afetiva;
7. Conectivismo.

E comum a todas as teorias a necessidade de conhecimento prévio & aprendizagem,
quer seja inato, quer seja adquirido ao longo da vida. Mesmo no conectivismo, para o
individuo ter a capacidade de acionar o conhecimento fora da sua mente precisa de ser
capaz de fazé-lo, isto pressupde ter conhecimento. A seguir apresenta-se uma tabela que
sintetiza as especificidades das teorias da aprendizagem.

22



Tabela 3: Comparacao entre teorias da aprendizagem

Grupo/corrente Teorias Incidéncia da teoria Percursores
Condicionamento classico Reflexos condicionados - lvan Paviov
o g (1849-1936) - John Locke
S - g - Burrhus Frederic | (1632-1704)
5 | Condicionamento operante S Recompensa vs esforgo Skinner (1904- - David
Empirismo 8 §_ 1990] Hume (1711-
P S £ - Edward Lee 1776)
o Tentativa e erro 8 Resolugao de problema Thorndike (1874-
1949)
Conexionismo Associagédo de conhecimentos a imagens. Associagao Santiago Ramoén y
de conteidos num hemisfério do cérebro ao outro Cajal (1852-1934)
. Pressuposto de que o individuo ja nasce com Platéo, Descarte,
Inatismo . . . L
conhecimento. Formas de aceder a tal conhecimento Espinoza e Leibniz
cognitivista Interagdo entre o individuo e o meio a sua volta - Jean William Fritz
g Piaget (1896-1980) | _ Rena
Racionalismo ;§ Descarte
=] ~ s . ) - Lev Semenovitch | (1596-1650)
= . I Interagdo entre o individuo e o meio a sua volta mediada .
@ interacionista . Vigotsky (1896-
por terceiros
8 1934)

- Abraham Maslow
Empoderamento do individuo com condi¢des (1908-1970)

Humanismo necessarias para aprendizagem. Motivagao do individuo | - Carl Rogers
(1902-1987)
. C Relag&o entre contetdos novos e conhecimento anterior | | David Paul
Aprendizagem significativa do indivi Ausubel (1918-
o individuo 2008)
- Friederich
Gestaltismo Percegao entre estimulo e resposta. O que se percebe e | Salomon Perls
como se percebe determina a resposta (Fritz Perls) (1893-
1970)
Teoria socio-afetiva Formacao integral da crianga. Inteligéncia, movimento, - Henri Wallon
afetividade e construgéo do eu (1879-1962)
- George Siemens
Conectivismo Efeito das TIC na comunicagéo e na aprendizagem (1964 -)

- Stephen Downes
(1959 -)




1.3.1 Construtivismo

No construtivismo defende-se que o conhecimento € construido em ambientes
naturais de interagdo social, ambientes estruturados culturalmente. Segundo esta
corrente, cada aluno constréi o seu proprio conhecimento num processo de dentro
para fora baseado em experiéncias com bases psicologicas. Aqui os tedricos
esforcam-se por explicar o comportamento humano de um ponto de vista em que o
sujeito e o objeto interagem num processo que resulta em sucessivas construgdes e
reconstrugdes de estruturas cognitivas. Trata-se do construtivismo de estratégia
historicista que, superando as visdes empirista e inatista, refere que o conhecimento
resulta da interacdo do individuo com o ambiente, como se vé na citagdo seguinte:

As estruturas do pensamento, do julgamento e da argumentag¢ao dos sujeitos ndo sédo
impostas as criangas, de fora, como acontece no behaviorismo... também nio sao
consideradas inatas como se fossem uma dadiva da natureza. A concepc¢ao defendida
por Piaget e pelos pos-piagetianos é que essas estruturas sdo o resultado de uma
construcao realizada por parte da crianga em longas etapas de reflexdo, de
remanejamento. Poderiamos dizer que essas estruturas resultam da ag¢ao da crianca
sobre 0 mundo e da interagdo da crianga com seus pares e interlocutores. (Freitag,
1993, p. 27)

Fazendo alusdo a diferenca entre a sala de aula tradicional e a sala de aula
construtivista, Bada (2015) evidencia diferengas entre a abordagem construtivista e
as abordagens empirista e inatista na sala de aula. O autor fala da mudancga de foco
do professor para o aluno e da assung¢ao de papel de facilitador por aquele, fala da
condicdo ativa do aluno, assim como da forma como é visto o conhecimento.

In the constructivist classroom, the focus tends to shift from the teacher to the students.
The classroom is no longer a place where the teacher ("expert") pours knowledge into
passive students, who wait like empty vessels to be filled. In the constructivist model,
the students are urged to be actively involved in their own process of learning. The
teacher functions more as a facilitator who coaches, mediates, prompts, and helps
students develop and assess their understanding, and thereby their learning. And, in
the constructivist classroom, both teacher and students think of knowledge not as inert
factoids to be memorized, but as a dynamic, ever-changing view of the world we live in
and the ability to successfully stretch and explore that view."" (Bada, 2015, p. 68)

O mesmo autor sintetiza na tabela seguinte uma comparacéo entre a sala de aula
tradicional e a construtivista.

Tabela 4: Sala de aula tradicional versus sala de aula construtivista (Bada, 2015, pp. 68, 69)

! Na sala de aula construtivista, o foco tende a mudar do professor para os alunos. A sala de aula ja ndo é um lugar
onde o professor (“perito”) despeja conhecimento em alunos passivos que, como vasos vazios, esperam para serem
cheios. No modelo construtivista, os alunos sdo instados a estar ativamente envolvidos no processo da sua
aprendizagem. O professor funciona mais como uma facilitador que treina, media, prontifica-se e ajuda os alunos
a desenvolver a aceder ao seu entendimento e, consequentemente, sua aprendizagem. E, na sala de aula
construtivista, tanto o professor como os alunos pensam no conhecimento ndo como factos inertes a serem
memorizados, mas como uma visdo dindmica e em constante mutacdo do mundo em que vivemos e¢ como a
habilidade de ampliar e explorar com sucesso esta visao.
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Sala de aula tradicional

Sala de aula construtivista

O curriculum comega com as partes do
todo. Enfatiza habilidades basicas.

O curriculum enfatiza grandes conceitos,
comecgando com o todo e expandindo
para incluir as partes

A adesdo restrita a curriculum fixo é
altamente valorizada

A pesquisa das questdes e interesses
dos alunos é valorizada

Os materiais sao primeiramente livros de
texto e livros de atividades

Os materiais incluem fontes primarias e
materiais manipulativos

A aprendizagem é baseada na repeticéo

A aprendizagem ¢é interativa, construida
sobre aquilo que o aluno ja conhece

Os professores disseminam informagao
aos alunos; os alunos sao recipientes de
conhecimento

Os professores mantém um dialogo com
os alunos, ajudando-os a construir o seu
proprio conhecimento

O papel dos professores € diretivo,
assente na autoridade

O papel dos professores € interativo,
assente na negociagao

A avaliagao é feita através de testagem,
correcao de respostas

A avaliacao inclui os trabalhos do aluno,
observacado e os seus pontos de vista,
assim como testes. O processo € tao

importante quanto o produto
O conhecimento é visto como dinamico,
em constante mutacdo com as nossas

O conhecimento é visto como sendo

inerte A
experiéncias
o . | Os alunos trabalham primeiramente em
Os alunos trabalham primeiramente so6s grupos

Para Chung (1991), um ambiente de aprendizagem construtivista € caraterizado por
(1) conhecimento partilhado entre professores e alunos; (2) partilha de autoridade
entre professores e alunos; (3) o papel do professor é de facilitador ou de guia; (4) os
grupos de aprendizagem sao constituidos de alunos heterogéneos.

O construtivismo desdobra-se em duas correntes bastante conhecidas, a cognitivista
e a sociointeracionista, defendidas por Jean Piaget e por Lev Vygotsky,
respetivamente. Para Vygotsky (1986), o sujeito é um ser eminentemente social e o
conhecimento € um produto da atividade social. Defende que a comunicacdo, a
linguagem, o raciocinio, entre outros, enquanto processos psicologicos, sao
adquiridos no contexto social e, posteriormente, sao interiorizados. Piaget (1974), no
quadro do que teorizou como Epistemologia Genética, defende que desde o
nascimento o individuo constréi conhecimento. Dentre as teorias construtivistas
cognitivistas esta € a mais conhecida. O autor defende que o professor deve ter um
papel mais de espetador e criador do ambiente de desenvolvimento autbnomo de
conceitos do que como agente que pode intervir de maneira ativa na assimilagao do
conhecimento.

1.3.2 Construtivismo Cognitivista

Em termos epistemoldgicos, na procura da génese da inteligéncia, Jean Piaget, autor
da presente teoria, trabalhou arduamente até aos 85 anos, idade com que faleceu.
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Sao bastante expressivos os numeros da sua producao cientifica: cerca de 70 livros
e mais de 400 artigos.

Jean Piaget, bidlogo de formacao, investigou sobre o desenvolvimento do
conhecimento nos seres humanos, ou seja, estudo dos mecanismos utilizados na
formagdo do conhecimento légico, da génese e da evolugdo do conhecimento
humano. O conhecimento passa pela no¢ao de espaco, de tempo, de ente, relacéo
de causalidade, entre outras nogdes.

Ao contrario do que acontece no inatismo, outra teoria racionalista, aqui Piaget (1974)
defende que o comportamento dos seres vivos nao € inato nem &, ao contrario do que
acontece nas correntes behavioristas, resultado de condicionamentos. O autor da
teoria defende que o comportamento é fruto da interagao entre o meio e o individuo.
Defende que o desenvolvimento do comportamento humano € uma construgao que
resulta da relacdo estabelecida entre o individuo e o0 meio em que se insere. A
capacidade de o individuo se adaptar a situagcbes novas € consequéncia das
interacdes que o mesmo faz com o ambiente, quanto mais complexa a interacéo pela
qual o individuo passar maior a sua capacidade de enfrentar novas interagdes e,
também, maior a sua inteligéncia. Assim, gradualmente o individuo supera o seu
conhecimento.

Para o construtivismo cognitivista, o individuo sé absorve um determinado
conhecimento se estiver preparado para absorvé-lo, quer dizer, sé o absorve se
estiver em condi¢bes de agir sobre os entes de conhecimento do seu meio de modo
a inseri-los num sistema de relagcbes. Nao se forma conhecimento na auséncia de
conhecimento anterior que garanta a sua assimilagdo e ou transformacgado. As
primeiras formagdes de conhecimento do individuo sdo sustentadas pela estrutura
hereditaria previamente constituidas, estas formag¢des de conhecimento passam por
representacdes basicas que, a medida que se vao relacionando entre si e a medida
que o individuo se vai desenvolvendo, amplia-se e proporciona a absor¢gao de novos
conhecimentos, dando origem a sistemas de conhecimentos mais complexos e
peculiares. Piaget constatou, assim, que existe o construtivismo sequencial, ou seja,
que a construgdo da inteligéncia passa por etapas ou estadios que se sucedem,
progressivamente complexos, relacionados uns com os outros. Dito de outra maneira,
para o autor, construtivismo sequencial € o desenvolvimento da inteligéncia num
sistema crescentemente complexo, onde cada estadio — etapa de desenvolvimento
em que o individuo apresenta determinado leque de caracteristicas — é resultante do
anterior e o primeiro resultante da estrutura hereditaria previamente constituida
(Piaget, 1974).

Estadios de desenvolvimento genético-cognitivo da crianga postulados por Piaget
(1974):

e Sensorio-motor (0 a 2 anos);

e Pré-operatorio (2 a 7 anos);

e Operatédrio concreto (7 a 12 anos);

e Operatdrio l6gico-formal (12 a 16 anos).
1.3.2.1 Conceitos da teoria
Assimilagao e acomodacgao
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O conceito de estrutura cognitiva é central para a teoria de Piaget. Segundo Piaget
(1974) estruturas cognitivas s&o padrbes de agdo fisica e mental subjacentes a atos
especificos de inteligéncia e correspondem a estagios do desenvolvimento infantil.

Para Piaget (1974), assimilacdo € uma integracdo de novo conhecimento em
estruturas prévias — provocando modificagdo ou ndo, sem descontinuidade em
relagdo ao estado precedente —, acomodando estas a nova situagao.

A assimilagado e a acomodacgao sao dois processos muito aflorados por Piaget. Para
o autor, assimilagdo significa integrar elementos externos (dados percetuais, motores,
concetuais ou proposicionais) na estrutura mental do individuo. Assimilagao € como
os seres humanos percebem e adaptam-se a novas informagées. E o processo de
encaixar novas informagdes em esquemas cognitivos pré-existentes. Assimilagéo é o
processo no qual novas experiéncias sao reinterpretadas de modo a se encaixarem
em ideias antigas. Ocorre quando os seres humanos se deparam com informagéao
nova ou com a qual ndo estdao familiarizados e, na tentativa de buscar sentido,
recorrem a informacao aprendida previamente.

A titulo de exemplo, consideremos um aluno que até ao presente momento tenha
aprendido apenas equacgobes lineares. Isto significa que o aluno, na sua estrutura
cognitiva, tem esquemas de equacgdes lineares. Quando apresentadas a este aluno
equagdes nao lineares, consideremos para o caso equagbes do segundo grau,
tendencialmente e em fungdo das semelhangas — ambas sao igualdades, ambas tém
um membro esquerdo e um membro direito, ambas tém uma incégnita que aparece
pelo menos uma vez —, o0 aluno encara a equagao do segundo grau como se de uma
equacao linear se tratasse. A distingcdo entre ambos tipos de equacdes, do primeiro
grau e do segundo grau, ocorrera mediante um processo denominado acomodacgao.
Para tal, diante da manifestacdo de confusao por parte do aluno, o professor devera
intervir apresentando-lhe o novo conceito. A partir dai o aluno passara a ter uma nova
estrutura cognitiva e, consequentemente, um novo esquema.

Agora o aluno passa a ter mais um esquema, para além do esquema para equagao
do primeiro grau, agora também tem o esquema para equagao do segundo grau. Para
Piaget, entende-se por acomodacéo toda a modificagdo dos esquemas de assimilagao
sob influéncia de situacdes exteriores, ou seja, do meio em que se insere o individuo.
Ela tem lugar quando, em fungdo das particularidades que a compdéem, uma nova
informac&o ou um novo estimulo nao é assimilado pelo individuo, levando-o a criar
um novo esquema ou a modificar um previamente existente, o que, em qualquer dos
dois casos, resulta em mudanga na estrutura cognitiva.

A assimilacdo, associada a crescimento e a mudanca quantitativa, e a acomodacao,
associada a desenvolvimento e a mudancga qualitativa, constituem a adaptacao
intelectual e o desenvolvimento das estruturas cognitivas. Na assimilagéo o esforgo
mental € feito no sentido de ajustar a informag&o ou o estimulo a estrutura cognitiva
do individuo, j4 na acomodacédo o esforco mental é feito no sentido de ajustar a
estrutura cognitiva a informag&o ou ao estimulo com que o individuo se depara.

Segundo Piaget (idem), a acomodagao € o processo de, diante de nova informacéao,
alterar esquemas pré-existentes para encaixar a nova informagédo. Ela acontece
quando o esquema existente nao funciona adequadamente e, consequentemente,
carece de mudanca para lidar com a nova informacéo. A acomodacgao € incontornavel
porquanto consiste na forma pela qual as pessoas continuam a interpretar novos
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conceitos, novos esquemas, novas estruturas, em suma, novas situacdes. Através da
assimilagao e da acomodacgao o cérebro humano reequilibra-se depois de o equilibrio
ter sido abalado por uma situacdo nova.

Para Piaget (idem), assimilagdo e acomodagao devem sempre coexistir. Para o autor
sdo dois processos indissociaveis. A assimilagdo de um objeto num esquema mental
€ precedida da acomodacgédo a certa medida das particularidades do objeto. Por
exemplo, para reconhecer (ou seja, assimilar) um copo, o individuo deve-se primeiro
focar (ou seja, acomodar) nos contornos do objeto. Para tal, o individuo precisa de
reconhecer (ou seja, assimilar) o tamanho do objeto e, assim, se vai desenrolando a
dependéncia entre assimilagdo e acomodacdo. Nao existe assimilacdo sem
acomodacao e nao existe acomodagao sem assimilacao.

A medida que o individuo vai-se desenvolvendo, melhora a capacidade de equilibrar
0s processos de assimilacdo e acomodagao. Quando ambos estdo equilibrados,
desencadeiam esquemas da inteligéncia operativa. Por outro lado, quando um
processo domina o outro, desencadeiam representagdes pertencentes a inteligéncia
figurativa.

Adaptacao

Para Piaget (1986) € um processo dindmico e continuo mediante o qual, procurando
continuamente reconstituir-se e reequilibrar-se, a estrutura hereditaria do organismo
interage com o meio externo. Deste modo, € um processo que se encontra na
esséncia do funcionamento intelectual e bioldgico. O individuo modifica 0 meio e este
modifica o individuo. Este facto produz continuamente desequilibrios e desajustes na
estrutura do individuo através da ocorréncia de dois processos distintos, porém,
dissociaveis: a assimilagdo e a acomodacado. Dai o carater dindmico e continuo da
adaptacao, nao por opgao, mas sim por necessidade.

Organizagao

Segundo o autor (idem) ndo se produz adaptagado, portanto procura continua de
equilibrio entre a assimilagdo e a acomodacéo, a partir de uma fonte desorganizada.
A adaptacao é sustentada por uma organizagao inicial expressa no esquema —
origem da acgédo que o individuo empreende sobre os objetos do conhecimento. O
pensamento, que consiste na interiorizacdo da acgdo, organiza-se através da
constituicdo de esquemas que se formam pelo processo de adaptacdo. Portanto, a
adaptacao e a organizagao séo processos indissoluveis do pensamento.

Esquema

Para o autor (idem) trata-se do modelo de atividade utilizado pelo organismo para
incorporar os estimulos que recebe pelos seus 6rgaos do sentido do meio a sua volta.
Os primeiros esquemas do individuo, que sao inatos, sao os reflexos. A partir deles
cria-se novos esquemas que dao lugar ao surgimento sucessivo de mais esquemas
e, consequentemente, melhoram a capacidade de interagao do individuo com o meio
a sua volta.

O processo continuo de adaptagao resulta na producao, pelo individuo, de novos
esquemas ou na evolugcdo dos esquemas pré-existentes. Desta forma e
parafraseando Wadsworth (1989), os esquemas sao estruturas mentais ou cognitivas
através das quais os individuos intelectualmente adaptam-se e organizam o meio a
sua volta. Os esquemas constituem-se, assim, em processos dentro do sistema
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nervoso e em objetos, ou seja, trata-se de um fendmeno dinamico e nao estatico. Os
esquemas sao construtos hipotéticos, ou seja, séo inferidos e ndo sdo observaveis.

1.3.3 Construtivismo Interacionista

Para Lev Vygotsky e seus seguidores, a interagdo com os outros e com 0 meio em
que estamos inseridos sdao os factores principais que desencadeiam o
desenvolvimento socio-cognitivo. Os mesmos defendem que o desenvolvimento é
impulsionado pela linguagem, reconhecem a estrutura dos estadios apresentada por
Piaget, no entanto, propéem uma outra concec¢ao da dindmica evolutiva. Para Jofili
(2002), as teorias de Piaget e de Vygotsky diferem em trés aspetos: (1)
desenvolvimento versus aprendizagem: Piaget defende que o desenvolvimento
precede a aprendizagem ao passo que Vygotsky defende que a aprendizagem pode
e deve anteceder o desenvolvimento; (2) interagdo social versus interagdo com os
objetos: enquanto Piaget enfatiza a interagdo com os objetos, Vygotsky enfatiza a
interagdo social. Nesta interagcdo, Vygotsky introduz os conceitos das zonas de
desenvolvimento — Zona de Desenvolvimento Real, Zona de Desenvolvimento
Proximal e Zona de Desenvolvimento Potencial; (3) interacdo horizontal versus
interacdo vertical: Vygotsky da maior énfase a interagdo do aluno com os seus pares
— horizontal —, ao passo que Piaget da maior énfase a interagdo do aluno com o
professor — vertical — como mediador da sua interagdo com objetos.

Segundo Kozulin et al. (2003), a abordagem de trés questbes atuais torna,
consequentemente, a teoria de Vygotsky atual apesar de ter surgido na primeira
metade do século XX. As questdes referem-se a: (1) multiculturalismo; (2) mediagao;
(3) potencial de aprendizagem.

Multiculturalismo

The issues of culture and learning have been inseparable for centuries for the simple
reason that one of the main goals of learning is the transmission of culture from
generation to generation. Nevertheless, the majority of educators were oblivious of this
cultural element until confronted with it in the reality of the multicultural classroom. In a
monocultural environment culture remains mostly invisible, and educators start paying
attention to it only when two or more cultural patterns are empirically present in the
same classroom at the same time. One may say that Vygotsky had a certain advantage
in this respect because he worked in a period of great social upheaval that put different
social and ethnic groups into the same educational focus. The issues of literacy, as well
as ethnic and cultural diversity, were much more obvious for Vygotsky and his
colleagues than for their Western contemporaries. Half a century later the same issues
became a focal point in many Western classrooms.'? (Kozulin et al., 2003, p. 15)

12 As questdes de cultura e de aprendizagem tém sido insepardveis ha séculos, pelo simples motivo de que um dos
principais objetivos da aprendizagem ¢ a transmissdo da cultura de gerag@o para geragdo. No entanto, a maioria
dos educadores estavam alheios a este elemento cultural até serem confrontados com ele na realidade da sala de
aula multicultural. Num ambiente monocultural, a cultura permanece na sua maioria invisivel e os educadores
comegam a prestar atengdo nela somente quando dois ou mais padrdes culturais estdo empiricamente presentes na
mesma sala de aula a0 mesmo tempo. Pode-se dizer que Vygotsky teve uma certa vantagem a este respeito porque
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Vygotsky’s tentative answer to this challenge lies in his radical reorientation of learning
theory from an individualistic to a sociocultural perspective. The key concept in this new
orientation is that of psychological tools. Psychological tools are those symbolic artifacts
— signs, symbols, texts, formulae, graphic organizers — that when internalized help
individuals master their own natural psychological functions of perception, memory,
attention, and so on (see Kozulin, 1998). Each culture has its own set of psychological
tools and situations in which these tools are appropriated. Literacy in its different forms
constitutes one of the most powerful of psychological tools.™ (idem)

Nota-se que as descobertas de Vygotsky foram, em boa medida, fruto das influéncias
do contexto em que estava inserido. A abordagem sobre multiculturalismo é de grande
importancia porquanto remete-nos a necessidade de atendermos as peculiaridades
de cada aluno na sala de aula sob pena de os professores pouco ou nada
comunicarem na tentativa de transmitirem os seus conhecimentos na sala de aula.

Mediagao

For a long time the predominant model of learning was that of acquisition (see Sfard,
1998). Children were perceived as containers that must be filled with knowledge and
skills by teachers. The major disagreement among educators related to the degree of
activity expected of the child. More traditional approaches portrayed the child as a rather
passive recipient of prepackaged knowledge, whereas Piagetians and the proponents
of discovery learning expected children to be independent agents of acquisition. In time
it became clear that the acquisition model is wanting both theoretically and empirically.
On the one hand, the child proved to be much more than a passive recipient of
information; on the other hand, independent exploration often led to the acquisition of
immature concepts and neglect of important school skills. A search for an alternative
learning model moved to the fore such concepts as mediation, scaffolding,
apprenticeship, and organization of learning activities.™ (Kozulin et al., 2003, p. 16)

trabalhou em um periodo de grande agitagdo social que colocou diferentes grupos sociais e étnicos no mesmo foco
educacional. As questdes da alfabetiza¢ao, bem como a diversidade étnica e cultural, eram muito mais dbvias para
Vygotsky e seus colegas do que para os contemporaneos ocidentais. Meio século mais tarde, os mesmos problemas
se tornaram um ponto focal em muitas salas de aula ocidentais.

13 A tentativa de resposta de Vygotsky a este desafio reside na reorientagdo radical da teoria da aprendizagem de
uma perspectiva individualista para uma sociocultural. O conceito-chave nesta nova orientagéo ¢ o de ferramentas
psicologicas. As ferramentas psicologicas sdo artefatos simbolicos — sinais, simbolos, textos, formulas,
organizadores graficos — que, quando internados, ajudam os individuos a dominar suas proprias fungdes
psicologicas naturais de perce¢do, memoria, atengdo, etc. (ver Kozulin, 1998). Cada cultura tem seu proprio
conjunto de ferramentas psicoldgicas e situagdes em que essas ferramentas sdo apropriadas. A alfabetizacdo em
suas diferentes formas constitui uma das mais poderosas ferramentas psicologicas.

14 Durante muito tempo, o0 modelo predominante de aprendizagem foi o de aquisi¢do (ver Sfard, 1998). As criancas
eram percebidas como recipientes que devem ser enchidos com conhecimentos e habilidades pelos professores. O
maior desacordo entre os educadores diz respeito ao grau de atividade esperado da crianga. As abordagens mais
tradicionais retrataram a crianca como um destinatario bastante passivo do conhecimento pré-embalado, enquanto
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Vygotskian theory stipulates that the development of the child’s higher mental
processes depends on the presence of mediating agents in the child’s interaction with
the environment. Vygotsky himself primarily emphasized symbolic tools—mediators
appropriated by children in the context of particular sociocultural activities, the most
important of which he considered to be formal education. Russian students of Vygotsky
researched two additional types of mediation — mediation through another human being
and mediation in a form of organized learning activity. Thus the acquisition model
became transformed into a mediation model (...)."* (Kozulin et al., 2003, p. 17)

Quanto a mediacgéo, a teoria de Vygotsky ressalta que o seu modelo de aquisigao de
conhecimento é mediado, sendo feito de duas formas: mediacao através de um outro
ser humano e mediacao atraves de atividade de aprendizagem organizada. A teoria
chama atengao para o risco de se fazer uma aprendizagem sem mediagéo, o que
pode levar a aquisigdo de conceitos imaturos e a negligéncia de habilidades
importantes.

Potencial de aprendizagem

The history of intelligence testing carries in itself an inherent paradox. On the one hand,
one of the most importante aspects of intelligence testing is its ability to predict the
future performance of the child. On the other hand, the educational system that from
the very beginning has been the major customer of psychometric testing aims at
discovering and realizing children’s learning potential, that is, their ability to change
under the influence of instruction. The disparity between the stable psychometric
properties of intelligence quotient (1Q) testing and the dynamic nature of a child’s
learning ability revealed itself in a number of IQ controversies. Gradually, alternative
systems of dynamic assessment have emerged (Lidz, 1987; Sternberg & Grigorenko,
2002). What United all these systems was the introduction of the learning phase into
the assessment situation. Instead of studying the child’s individual performance,
dynamic assessment focuses on the difference between performance before and that
after the learning or assistance phase.'® (idem)

piagetianos e os proponentes do aprendizado de descobertas esperavam que as criangas fossem agentes
independentes de aquisi¢do. Com o tempo ficou claro que o modelo de aquisi¢do quer-se teorica € empiricamente.
Por um lado, a crianga provou ser muito mais do que um destinatario passivo de informagdes; Por outro lado, a
exploracdo independente muitas vezes levou a aquisi¢do de conceitos imaturos e a negligéncia de habilidades
importantes da escola. A procura por um modelo de aprendizagem alternativo moveu para a frente conceitos como
mediacdo, andaimes, aprendizado e organizacao de atividades de aprendizagem.

15 A teoria de Vygotsky estipula que o desenvolvimento dos processos mentais superiores da crianga depende da
presenca de agentes mediadores na interacdo da crianca com o meio ambiente. O préprio Vygotsky enfatizou
principalmente ferramentas simbolicas — mediadores apropriados por criangas no contexto de atividades
socioculturais particulares, o mais importante dos quais ele considerou a educagdo formal. Estudantes russos de
Vygotsky pesquisaram dois tipos adicionais de mediagdo — mediagdo através de outro ser humano e mediacao
em uma forma de atividade de aprendizagem organizada. Assim, o modelo de aquisi¢@o tornou-se um modelo de
mediacdo (...).

16 A historia dos testes de inteligéncia traz em si um paradoxo inerente. Por um lado, um dos aspetos mais
importantes dos testes de inteligéncia é a sua capacidade de prever o desempenho futuro da crianga. Por outro lado,
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Zona de Denvolvimento Proximal (ZDP) é um conceito central no construtivismo
interacionista. Segundo Kozulin (2003), o conceito da teoria de Vygotsky refere que a
aprendizagem acontece no intervalo entre o conhecimento real e o conhecimento
potencial, ou seja, é a distancia que vai daquilo que o individuo ja tem como seu
conhecimento e aquilo que ele pode aprender. Para esta teoria, € aqui que esta
reservada a atuacdo da educacdo, partindo do conhecimento do individuo,
estimulando o desenvolvimento do potencial, ou seja, utilizando a ZDP do individuo
para o desenvolver. O desenvolvimento do conhecimento potencial torna-o
conhecimento real, abrindo, assim, lugar para novos conhecimentos potenciais. Este
processo feito de forma ciclica resulta no desenvolvimento do individuo. No
construtivismo de Vygotsky, as interagbes jogam um papel crucial e determinante.
Considera-se conhecimento real aquilo que o sujeito é capaz de fazer sozinho,
enquanto o conhecimento potencial € aquilo que o sujeito consegue fazer com a ajuda
de outros.

1.4 Teoria APOS

A Teoria Action, Process, Object and Schema (APOS), assente no trabalho de Jean
Piaget, € uma teoria construtivista da aprendizagem que procura explicar como 0s
conceitos matematicos podem ser aprendidos. As suas ideias fundamentais foram
apresentadas de maneira inédita por Dubinsky nos anos 1980. O seu objeto de estudo
sao modelos do que pode ocorrer na mente de um individuo quando este procura
aprender conceitos matematicos. A partir de tais modelos a teoria estrutura materiais
instrutivos e avalia os sucessos e 0s insucessos dos alunos ao lidar com situagdes
problematicas da Matematica.

A teoria APOS pode ser utilizada numa perspetiva estritamente desenvolvimentista
(Breidenbach et al. 1992) ou como uma ferramenta de avaliagéo estritamente analitica
(Dubinsky et al. 2013) ou em ambas perspetivas (Weller et al. 2011). Nos trés casos
a todos os niveis de ensino da Matematica. Apesar de ser uma teoria criada no ambito
da Educacao Matematica, a sua aplicacdo tem-se estendido para fora desta area do
conhecimento, a titulo de exemplo temos a sua aplicagao em ciéncias da computacao.

O desenvolvimento da teoria, desde a sua criagao até a data presente, € decomposto
em trés fases: (1) primeiros pensamentos; (2) trabalho feito pela Research in

o sistema educacional que desde o inicio tem sido o principal cliente do teste psicométrico tem como objetivo
descobrir e dar conta do potencial de aprendizagem das criangas, ou seja, sua capacidade de mudanca sob a
influéncia da instru¢do. A disparidade entre as propriedades psicométricas estdveis do teste de quociente de
inteligéncia (QI) e a natureza dindmica da capacidade de aprendizagem de uma crianga revelou-se em varias
controvérsias de QI. Gradualmente, surgiram sistemas alternativos de avaliagdo dindmica (Lidz, 1987; Sternberg
& Grigorenko, 2002). O que uniu todos esses foi a introdug@o da fase de aprendizagem na situacdo de avaliagdo.
Em vez de estudar o desempenho individual da crianga, a avaliagdo dindmica centra-se na diferenca entre o
desempenho antes e depois da fase de aprendizagem ou assisténcia.
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Undergraduate Mathematics Education Community (RUMEC); (3) esforgos continuos
por pequenas equipas que funcionam de maneira independe. (Arnon et al., 2014)

Os conceitos-chave a reter desta teoria sdo os seguintes: agao, processo, objeto,
esquema, relativos a estrutura mental, interiorizagdo, capsulamento, coordenacao,
reversao, descapsulamento, relativos a mecanismos pelos quais as estruturas
mentais sdo construidas. Outro conceito chave da teoria APOS € o da decomposicéo
genética, um modelo hipotético de construgbes mentais que um aluno esta sujeito a
fazer para aprender conceitos matematicos.

1.4.1 Percurso histérico da Teoria APOS. Abstracao reflexiva

Intimamente ligado a Teoria APOS esta o conceito de abstragéo reflexiva proveniente
das ideias de Piaget. Este considerava como sendo tanto o mecanismo principal para
a construgdo mental no desenvolvimento do pensamento como o mecanismo mental
através do qual todas as estruturas l6gico-matematicas sdo desenvolvidas na mente
do individuo.

Para Piaget, citado por Arnon et al. (2014), abstracao reflexiva € o mecanismo mental
através do qual todas as estruturas logico-matematicas surgem. Para o autor, a
abstracao reflexiva, por si sO, suporta e anima todo o imenso edificio da construgao
l6gico-matematica.

Apegando-se as ideias de Piaget, em 1982, Dubinsky, que tinha como linha de
investigacdo a Analise Funcional, adotou uma nova linha de investigagdo que
consistia na pesquisa das atividades mentais envolvidas na aprendizagem de
matematica por parte dos alunos.

What is reflective abstraction? Piaget's answer, repeated in many diferent publications,
consists of two parts. The first part involves reflection, in the sense of awareness and
contemplative thought, about what Piaget called content and operations on that content,
and in the sense of reflecting content and operations from a lower cognitive level or
stage to a higher one (i.e., from processes to objects). The second part consists of
reconstruction and reorganization of the content and operations on this higher stage
that results in the operations themselves becoming content to which new operations
can be applied."” (Arnon et al., 2014, p. 6)

Dubinsky constatou que a segunda parte é muito proxima a ideias matematicas, o que
pode ser visto em dois exemplos: As fungdes sdo primeiramente construidas como
operagdes que transformam elementos de um conjunto em elementos de um outro
conjunto. Num estadio mais elevado, as fun¢des sdo consideradas como elementos
de um espaco funcional, tornando-se conteudos sobre 0s quais novas operacdes sao
construidas. Os numeros inteiros constituem um outro exemplo, numa etapa um

170 que ¢ abstragio reflexiva? A resposta de Piaget, repetida em muitas publicagdes diferentes, consiste em duas
partes. A primeira parte envolve reflexdo, no sentido de consciéncia e de pensamento contemplativo, sobre aquilo
a que Piaget denominou contetido e operagdes sobre o contetido, bem como no sentido de refletir contetido e
operagoes a partir de um estadio ou nivel inferior para um mais alto (i.e., de processos para objeto). A segunda
parte consiste na reconstru¢do e reorganizagdo do contetido e operagdes neste estadio mais alto que resulta nas
proprias operagdes tornando-se contetido aos quais novas operagdes podem ser aplicadas.
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inteiro € uma operagao ou processo de formar unidades — objetos idénticos entre si
— em conjuntos através da contagem e ordenacg&o de objetos. Noutra etapa mais
avangada, os inteiros tornam-se objetos sobre os quais novas operagbes sao
aplicadas. (Arnon, et al., 2014)

A partir da constatagédo acima, Dubinsky desenvolveu a Teoria APOS.
Nota-se nas ideias de Piaget o percurso da teoria APOS:

Piaget ndo acreditava que as ideias mais gerais e abstratas provém de extrair
carateristicas comuns de varios fenédmenos, considerando um exemplo de Matematica
avangada, ele escreveu: o conceito ou a propriedade de grupo é obtida, ndo por este
tipo de abstragcido [extrair carateristicas comuns], mas através de um modo de
pensamento carateristico da Matematica moderna e da légica — abstracao reflexiva
— que nao é proveniente de coisas, mas sim das nossas formas de agir sobre as
coisas, as operagdes que realizamos sobre elas. ... (Piaget 1968/1970 apud Arnon,
2014, p. 7)

O desenvolvimento do conhecimento sobre um objeto, tanto mental como fisico,
requer simultaneamente o objeto e o0 sujeito que age sobre o objeto. Desta maneira,
para Piaget, o sujeito — o conhecedor — e 0 objeto — o0 conhecido — ndo podem ser
dissociados. Falar de um implica falar do outro. Tais consideragdes, para o autor, sao
extensivas a todos os niveis e conteudos da Matematica, desde o mais elementar ao
mais complexo ao nivel de descoberta de Matematica nova. A estrutura geral da teoria
APOS consiste em sucessivamente operacdes sobre o conteudo desembocarem em
novo conteudo, o que permite fazer a distincdo entre acdes materiais e operacdes
interiorizadas, permitindo a distincdo entre estruturas mentais de ac¢ao e de processo,
a distingao entre interiorizagdo e capsulamento.

. . it follows that when the child discovers by experience the result of an action, for
example, that the result of an addition is independent of the order followed (which is a
property of the actions of combining and ordering and not a property of the objects as
such, which include neither sum nor order independently of the actions carried out on
them), reflective abstraction consists of translating a succession of material actions into
a system of interiorized operations, the laws of which are simultaneously implied in an
act. (Beth and Piaget 1966/1974, apud Arnon, 2014, p. 7)"®

Para Piaget, as propriedades dos objetos ndo residem neles, mas sim nas agdes que
recaem sobre eles, ou seja, as propriedades dos objetos dependem dos objetos e dos
sujeitos que os conhecem. Para Dubinsky, “a¢cdes materiais” referem-se a agdes
realizadas por um sujeito, sendo externas a ele. No exemplo apresentado por Piaget,
as agdes materiais sdo as transformagdes fisicas do objeto partindo de dois pequenos
conjuntos de objetos, ou seja, contar o numero de elementos num conjunto, a seguir
no outro, e adicionar os dois resultados para obter o numero total de objetos. Logo a

18 Segue-se que, quando uma crianga descobre por exepriéncia o resultado de uma agio, por exemplo, que o
resultado de uma adi¢do ¢ independente da ordem seguida (o que ¢ uma propriedade das a¢des de combinar e de
ordenar e ndo uma propriedade do objeto como tal, o que ndo inclui nem a soma nem a ordem independentemente
das a¢des desenvolvidas nela), abstragdo reflexiva consiste na tradugdo de uma sucessdo de agdes materiais para
um sistema de operagoes interiorizadas, cujas leis implicam simultaneamente em agao.
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seqguir fazer o mesmo na ordem inversa e constatar que da no mesmo. Neste caso,
0S numeros sao objetos, isto €, numeros naturais representados por conjuntos de
objetos fisicos, a acdo aplicada a estes objetos € a adigdo e a propriedade da
operacdo é a comutatividade. A luz da teoria APOS, as “operacdes interiorizadas” de
Piaget tornaram-se processos. A “tradugao” tornou-se o mecanismo mental da teoria
APOS de “interiorizagdo”, onde uma agéo externa, fisica ou material € reconstruida
na mente do sujeito para se tornar num processo — operacgao interiorizada —, isto €,
uma construgdo mental e interna que faz a mesma coisa que a agao, mas que se
encontra totalmente na mente do sujeito e ndo no seu exterior. Para Dubinsky, o
“sistema” de Piaget refere-se a um “esquema”, o conceito de comutatividade, e nele
nota-se a ideia de “coeréncia” mediante a qual um sujeito decide se um esquema
particular € ou ndo aplicavel a uma situacao problematica da Matematica.

O conceito de abstracéo reflexiva de Piaget ndo esteve apenas na base do surgimento
da teoria APOS, contribuiu também para o seu desenvolvimento, nomeadamente,
como um processo, entenda-se agao ou operacao interiorizada, € transformado num
objeto, operagéo sobre a qual operagdes de um estadio mais avangado podem ser
aplicadas, através do mecanismo mental de capsulamento.

1.4.2 Mecanismos e estruturas mentais

Para avancarmos e melhor entendermos a teoria APOS é importante abordar os
conceitos que estdo na base da sua compreensdo. Sao eles os mecanismos mentais
ou abstragdes reflexivas, as estruturas mentais e a decomposicdo genética. Os
elementos interiorizagdo, capsulamento, coordenagao, reversdo, descapsulamento,
tematizacao e generalizagao constituem os mecanismos mentais. Estes caraterizam-
se por serem abstracdes reflexivas empreendidas pelo individuo através das quais o
seu raciocinio evolui de uma estrutura mental para outra. Os elementos acao,
processo, objeto e esquema sao estruturas mentais da teoria APOS. Estes tém em
comum o facto de serem etapas pelas quais passa o raciocinio do individuo ao longo
do processo de constru¢ao de conhecimento matematico. (Dubinsky, 1991)

1.4.2.1 Agoes

Os conceitos surgem primeiro como agdes externas ao individuo que recaem sobre
determinados objetos, transformando-os a luz de regras préprias. Aqui, cada passo
da transformacgao € dado explicitamente com base em instrugdes ou palpites externos
a mente do individuo (Arnon, et al., 2014). Hd um cumprimento escrupuloso da
sequéncia de instru¢des consideradas para a transformagéo do objeto. Na operagéo
a X b =c, onde a é o multiplicando — a quantidade que vai ser repetida — e b é o
multiplicador — numero que indica quantas vezes a quantidade vai ser repetida —, o
individuo que adiciona tantas parcelas do multiplicando quanto se indica no
multiplicador mostra que ainda trabalha ao nivel da agao, pois ha um cumprimento
escrupuloso e explicito das instrugcdes da operacédo para obtengdo do produto ¢. O
nivel em que o individuo trabalha revela a sua compreenséo, ele compreende ao nivel
da acgao.

Para calcular o valor de poténcias de base e expoente natural, o individuo que esta
apenas ao nivel de compreensao de agdo, ndo conseguira calcular sem antes
explicitar, isto €, as suas ag¢des de transformacéo do objeto poténcia serdo feitas sobre
aXaxXaxX..Xanvezes e nao sobre a™.
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A acao é uma estrutura mental bastante importante, porquanto serve de base para o
surgimento das outras. Sua importancia reside no facto de preparar as condigdes para
a interiorizacao de processos, aquela estrutura mental em que o individuo efetua
operacdes mentalmente, suprimindo fases da acédo ou passando por elas de forma
implicita. Para uma melhor compreensdo da estrutura mental agdo, a seguir
apresentamos alguns exemplos:

¢ No trabalho com polinébmios: o produto de dois bindmios comeca por se efetuar
a distributividade de cada um dos mondmios do primeiro bindmio pelos dois
monomios do segundo bindmio. Ndo se chega ainda a analise de produtos
notaveis. Para o caso de poténcias de base binomial e expoente natural,
considerando os métodos do tridngulo de pascal e do bindmio de Newton, ha
um cumprimento explicito dos passos do método.

¢ No trabalho com fungdes: referimo-nos aqui a fungdes de uma sé variavel. O
individuo consegue trabalhar com elas na forma explicita, pois, a partir da sua
definigdo é o objeto que se torna notavel, o objeto explicito. O individuo & capaz
de substituir valores do dominio e obter a sua imagem seguindo as operagoes
matematicas que se indicam na expressao da funcdo. O individuo apresenta
dificuldades em reconhecer as partes que compdéem a funcéo e, claro, em
transforma-la, quando ela é apresentada fora da forma como € definida, fora
da forma explicita, ou seja, na forma implicita ou na forma paramétrica. Na
forma explicita, mas com o dominio em dois ou mais intervalos, o individuo
também tem dificuldades em transformar a fungao.

e No célculo diferencial: na fase de acdo o individuo faz um seguimento
escrupuloso de uma sequéncia de resolugéo atraves de regras e formulas de
derivagao. Se apresentada de maneira diferente, pode causar confusao.

¢ No sistema de coordenadas cartesianas: na fase de acao o individuo faz uma
graduagao rigorosa dos eixos, procura colocar no sistema todos os seus
elementos. Na falta de elementos do sistema de coordenadas cartesianas, o
individuo tem dificuldade de fazer nele representacgdes, tem dificuldade de
reconhecé-lo.

1.4.2.2 Interiorizagao e processos

Os mecanismos mentais de interiorizagdo e coordenag¢ao dao lugar ao objeto mental
processo. No caso da interiorizagao, o fendmeno consiste na transicdo de agao para
processo, ou seja, o individuo deixa de fazer operacdes, fisica ou mentalmente,
obedecendo a todos os passos. O individuo ganha e pde em pratica a capacidade de
saltar alguns passos, o individuo passa a ter instrugdes e palpites interiorizados,
deixando de depender dos seus correspondentes externos (Arnon, et al., 2014). A
questdo ndo tem a ver puramente com a esfera em que a operacgao € feita, mas muito
mais com a sequéncia de passos com que ela é feita, escrupulosa ou nao.

No caso da operagao a X b = ¢, 0 que acontece é que o individuo ja tem em si uma
série de alternativas, isto €, processos, para contornar a sequéncia escrupulosa dos
passos. Por exemplo, (1) ao multiplicar 5 x 10, ja ndo adiciona 10 vezes o numero 5,
mas sim junta ao numero 5 o algarismo zero, o que resulta em 50; (2) ao multiplicar
133 x 11 decompde a operagao em 133 x 10 + 133, o que nos leva a 1330 + 133 =
1463. Claro esta aqui que o individuo ja ndo esta preso a uma sequéncia de passos
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para efetuar a multiplicacao, as suas capacidades estdao bem além disso, ele é capaz
de combinar varias acbes hum mesmo processo, nota-se evolugdo. Nota-se também
que a transformacéo ou, se preferirmos, a metamorfose do objeto ndo é explicita, mas
sim implicita, o que facilmente nos leva a concluir que muito do que se fez para que
tal transformacgao ocorresse esta interiorizado pelo individuo.

Para aprofundamento e melhor entendimento, a seguir apresentamos alguns
exemplos da estrutura mental processo:

e No trabalho com polindbmios: depois de alguma experiéncia acumulada, o
individuo ganha a capacidade de identificar produtos notaveis, por exemplo,
(a+ b)? =a?+ 2ab + b?, (a—b)? =a*—2ab+b?, (a+b)(a—>b)=a*-b?
(a + b)® = a® + 3a%b + 3ab? + b3. Ganha a capacidade de manipular objetos

mais complexos, por exemplo, (Va + \/5)2 = (Wa)? + 2vab + (Vb)?. Entende o
desenvolvimento do binébmio (a + b)™ mesmo quando n ndo esta explicito.

¢ No trabalho com fungdes: o individuo € capaz de reconhecer o dominio e, em
funcdo disso, saber, ou ter uma clara nogcdo de que valores utilizar para
substituir a variavel independente. O individuo é capaz de explicitar e identificar
os elementos que fazem parte da fungao.

e No calculo diferencial: olhando para a(s) fungédo(6es) como objeto(s), o
individuo é capaz de reconhecer a aplicabilidade e aplicar regras e féormulas de
derivagdo, independentemente da forma como se apresenta(m) a(s)
funcao(des).

¢ No sistema de coordenadas cartesianas: o individuo é capaz de construir o
sistema de coordenadas cartesianas bidimensional marcando nele apenas os
pontos que quer representar. E capaz de construir o sistema de coordenadas
cartesianas tridimensional e compreendé-lo apesar da aparente falta de
perpendicularidade entre os seus eixos.

1.4.2.3 Capsulamento e objetos

Consiste na mudancga da forma como se considera um processo. Consiste em passar
a olhar para ele como um objeto sobre o qual podem ser aplicadas agdes, ou seja,
consiste em considerar uma estrutura dindmica como estatica sobre a qual acdes
podem ser aplicadas (Arnon, et al., 2014).

Quanto a operacédo a X b = c, o individuo é capaz de, diante de uma combinacgao de
varias operagdes de multiplicagdo, reorganizar as suboperagbes de modo a obter o
resultado final de maneira mais facil e célere.

A seguir apresentamos alguns exemplos:

e No trabalho com polinbmios: numa expressao, o individuo € capaz de
reconhecer o polindmio como se de um simbolo Unico se tratasse e, a partir
dai, aplicar sobre ele diversas acdes e, claro, as propriedades associadas a
tais acoes.

e No trabalho com fungdes: nesta altura o individuo é capaz de fazer a
composicao de funcdes, é capaz de rapidamente ter uma ideia do esbocgo do
seu grafico, é capaz de aplicar regras de derivagéo e regras de integragao a
uma funcdo como se estivesse a aplica-las a fungao identidade.
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¢ No calculo diferencial: o individuo € capaz de reconhecer fungbes em que foi
aplicada regras ou férmulas de derivagdo, assim como € capaz de identificar
que regras e férmulas e como foram aplicadas.

¢ No sistema de coordenadas cartesianas: o individuo reconhece no sistema de
coordenadas cartesianas tridimensional trés subsistemas de coordenadas
cartesianas bidimensionais. Considerando um sistema de coordenadas
cartesianas tridimensional com o ponto genérico (x,y,z), o individuo é capaz
de reconhecer os subsistemas de coordenadas cartesianas bidimensionais de
pontos genéricos (x,y), (v, z) e (x,z). Desta forma, considera-os como objetos
do sistema de coordenadas a trés dimensoes.

1.4.2.4 Descapsulamento, coordenagao e reversao de processos

O descapsulamento de um objeto mental consiste no retorno ao processo que esteve
na base do seu surgimento (Arnon, et al., 2014). A pratica mostra-nos que, obvia e
geralmente — salvo se se conhecer uma descrigdo prévia do surgimento do objeto —
, hdo ha o processo, ha processos que podem ter estado na base do encapsulamento
que deu lugar ao objeto. A capacidade de retornar objetos a varios processos distintos,
ou seja, de reconsiderar estruturas estaticas como varias estruturas dindmicas
distintas, abre caminho a coordenacao que é sinébnimo de combinacao de partes de
processos distintos em novos objetos. O mecanismo mental coordenagdo € um
indicador claro de grande capacidade de reconstrugcdo e criagdo de objetos
matematicos. Segundo Arnon et al. (2014), “The mechanism of coordination is
indispensable in the construction of some Objects. Two Objects can be de-
encapsulated, their Processes coordinated, and the coordinated Process
encapsulated to form a new Object.”'®

No que diz respeito a operagédo a X b = ¢, nesta altura c ja esta capsulado. Para
calcular o maximo divisor comum (mdc) ou o0 minimo multiplo comum (mmc) de dois
numeros ja capsulados como c, o individuo descapsula ambos, identifica as poténcias
de base prima e, em seguida, volta a capsula-los num s6 numero, no mdc ou no mmc.

A seguir apresentamos alguns exemplos:

e No trabalho com polindmios: no trabalho com expressbes algébricas, a
capacidade de comparar monomios, bindmios, trindbmios ou polinémios de
maneira conveniente para poder efetuar simplificacbes e outras operacdes
pertinentes.

¢ No trabalho com funcdes: a capacidade de desfazer a composicao de funcdes
e fazer novas composigdes ou outras operagdes € um exemplo de
coordenacao. A inversdo de uma fungao, isto é, a transformacao do dominio
em contradominio e vice-versa consittui um exemplo de reversdo. (Arnon, et
al., 2014)

% O mecanismo de coordenagdo é indispensavel na construgdo de alguns objetos. Dois objetos podem ser
desencapsulados, seus processos coordenados e o processo coordenado encapsulado para formar um novo objeto.
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¢ No calculo diferencial: a capacidade de encontrar a fungao primitiva a partir da
funcao derivada.

e No sistema de coordenadas cartesianas: a capacidade de passar de
coordenadas cartesianas para diferentes tipos de coordenadas, cilindricas,
esféricas ou curvilineas, e vice-versa.

1.4.2.5 Tematizacao e esquemas

Para Dubinsky (1991), o esquema consiste no seu dinamismo e reconstrugao continua
como consequéncia da atividade matematica do individuo. A coeréncia do esquema
reside na capacidade de o individuo escolhé-lo adequadamente em funcido da
situagdo matematica em que deve aplica-lo. Quando o esquema atinge um nivel 6timo
de coeréncia é transformado em objeto, antes disso € uma estrutura em evolugéo.

1.4.3 Decomposi¢ao genética

Como podemos perceber na citagdo seguinte, a decomposi¢gdo genética de um
conceito ndo € unica. Isto é fruto das diversas combinacbes de mecanismos e
estruturas mentais em varios esquemas diferentes de como o aluno constréi o seu
conhecimento. Até ser experimentada, a decomposi¢cdo genética € considerada a
nivel de hipétese e ndo como algo consumado.

A genetic decomposition is a hypothetical model that describes the mental structures
and mechanisms that a student might need to construct in order to learn a specific
mathematical concept. It typically starts as a hypothesis based on the researchers’
experiences in the learning and teaching of the concept, their knowledge of APOS
Theory, their mathematical knowledge, previously published research on the concept,
and the historical development of the concept. Until it is tested experimentally, a genetic
decomposition is a hypothesis and is referred to as preliminary.

A new mathematical concept frequently arises as a transformation of an existing
concept. As such a genetic decomposition consists of a description of the Actions that
a student needs to perform on existing mental Objects and continues to include
explanations of how these Actions are interiorized into Processes. At this point, the
concept is still seen as something one does. In order to be conceived as an entity in its
own right, something that can be transformed, the Process is encapsulated into a
mental Object. It is entirely possible that a concept may consist of several different
Actions, Processes, and Objects. A genetic decomposition may include a description of
how these structures are related and organized into a larger mental structure called a
Schema. Included in the description of a Schema may be an explanation of how the
Schema is thematized into an Object. The genetic decomposition also explains
whatever is known about students’ expected performances that indicate differences in
the development of students’ constructions.?° (Arnon, et al., 2014, p. 27)

20 Uma decomposigdo genética é um modelo hipotético que descreve as estruturas e mecanismos mentais que um
aluno pode precisar de construir para aprender um conceito matematico especifico. Tipicamente comeg¢a como
uma hipdétese baseada nas experiéncias dos pesquisadores no aprendizado e ensino do conceito, no seu
conhecimento da Teoria APOS, no seu conhecimento matematico, na pesquisa previamente publicada sobre o
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Para Arnon et al. (2014), a decomposicao genética pode ser fruto da observagao de
dados de alunos, do desenvolvimento histérico do conceito considerado, de material
didatico e de inquérito, como se descreve a seguir:

e A observacgao de dados de alunos em fase de aprendizagem de determinado
conceito € uma das bases para a elaboragdo da decomposicdo genética. A
analise a observacao possibilita fazer uma descrigao do conceito, podendo este
ser verificado empiricamente, permite também obter algum conhecimento da
atual estrutura mental do aluno.

¢ O desenvolvimento histérico de um conceito também pode servir de base para
a elaboragao da decomposic¢ao genética. O referido percurso histérico pode ser
associado a construgdes mentais que o individuo pode ter feito.

e O material didatico — livros, manuais, cadernos, entre outros — utilizado
também pode estar na base da elaboragdo da decomposi¢ao genética. A partir
de tal material, a analise do investigador pode leva-lo ao entendimento de como
os alunos podem chegar ao entendimento do conceito. Desta maneira, o
investigador pode fazer uma descricdo das estruturas mentais requeridas ao
aluno para que possa entender os conceitos em estudo.

e Inquérito por entrevista ou por questionario. Depois de recolhidos os dados,
quer de uma forma quer de outra, estes sdo comparados, 0 que resulta na
identificacao de diferengas no entendimento dos alunos de conceitos e no seu
desempenho ao lidar com os mesmos. A partir dai poe-se em evidéncia lacunas
nas construcdes mentais feitas pelos alunos e, consequentemente, identifica-
se acbes para colmata-las. Dificuldades na resolucdo de exercicios ou
problemas sao indicadores sélidos de que os alunos nao fizeram construcdes
mentais ou de que ndo as fizeram bem.

Um modelo tedrico que permite aos investigadores produzir hipéteses que sirvam de
base para a producgao e aplicagao de instrumentos de recolha de dados aos alunos é
importante em qualquer investigagdo. A decomposigdo genética proporciona a

conceito e no desenvolvimento histérico do conceito. Até que seja testada experimentalmente, uma decomposi¢ao
genética ¢ uma hipdtese e € referida como preliminar.

Um novo conceito matematico surge frequentemente como uma transformag@o de um conceito existente. Como
tal, uma decomposicao genética consiste numa descri¢do das A¢des que um aluno precisa de realizar em objetos
mentais existentes e continua a incluir explicagdes sobre como essas ac¢des sdo interiorizadas em Processos. Neste
ponto, o conceito ainda € visto como algo que se faz. Para ser concebido como uma entidade por direito proprio,
algo que pode ser transformado, o Processo ¢ capsulado num Objeto mental. E perfeitamente possivel que um
conceito consista em varias A¢des, Processos e Objetos diferentes. Uma decomposicao genética pode incluir uma
descrigdo de como essas estruturas estdo relacionadas e organizadas numa estrutura mental maior chamada
Esquema. Incluido na descricdo de um Esquema pode ser uma explicagdo de como o Esquema ¢ atribuido a um
Objeto. A decomposicdo genética também explica o que se sabe sobre os desempenhos esperados dos alunos que
indicam diferengas no desenvolvimento das constru¢des dos alunos.
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referida base a investigacdo na teoria APOS, tornando os resultados obtidos por
diferentes investigadores comparaveis e mais fiaveis. Por esta razdo joga um papel
bastante importante na teoria, como se pode notar na citagao seguinte:

When using a genetic decomposition, different researchers can analyze the same data
and obtain comparable results. Working as a team they can interpret their results in
terms of the model. Without a model they might have a difficulty agreeing on or
negotiating their interpretations. Thus, the analysis of data becomes more reliable when
it is based on a theoretical model such as a genetic decomposition.?! (Arnon, et al.,
2014, p. 38)

Para Arnon et al. (2014), as constru¢gées mentais dos alunos podem ser obtidas a
partir da comparagao entre a decomposicdo genética preliminar e o trabalho e
respostas dos alunos a inquéritos, quer sejam por entrevista quer sejam por
questionario. A decomposigao genética joga o papel de um par de lentes que permitem
ao investigador explicar como ocorre o desenvolvimento da aprendizagem dos alunos,
o seu entendimento e a sua compreensao de conceitos matematicos. Pela
decomposicédo genética pode-se explicar as diferengas no desempenho dos alunos.
Consideremos um caso em que, dada uma mesma tarefa a trés alunos, um resolve-a
corretamente, o segundo resolve-a, mas com dificuldades e o terceiro resolve-a
incorretamente. No caso do primeiro aluno, ele revela ter feito com sucesso uma ou
mais construcdes mentais necessarias para a resolucdo da tarefa. No caso do
segundo aluno, ele revela que ndo tem a construgao integralmente feita por nao ter
completado a construgao ou por a ter esquecido. No caso do terceiro aluno, nota-se
que mentalmente tem nocdo da construgdo, mas na pratica nao a tem feita. No caso
de as diferencas entre os desempenhos dos alunos n&o poder ser explicada pela
decomposicado genética, torna-se necessario revalia-la e reelabora-la de modo que
seja uma ferramenta capaz de auxiliar o investigador no entendimento das diferengas
nas construgcdes mentais dos alunos.

Para além dos trés casos acima considerados pelos autores, nds considerariamos um
quarto caso: o caso do aluno que nao consegue resolver a tarefa em absoluto, ou
seja, ndo consegue sequer tentar resolvé-la. Neste caso, nota-se que ndo tem a
construcdo mental feita nem sequer nogao da mesma.

Nota-se que a decomposigao genética ndo serve simplesmente para orientar a analise
do desempenho e das construgcdes mentais dos alunos, ela serve também para
autoavaliacdo do investigador, permitindo identificar lacunas no seu entendimento
sobre como determinado conceito se constroi mentalmente nos alunos, o que se pode
refletir em melhores instrumentos de investigac&do. De qualquer das formas, o principal

2L Ao usar uma decomposi¢do genética, diferentes investigadores podem analisar os mesmos dados e obter
resultados comparaveis. Trabalhando como uma equipe, eles podem interpretar seus resultados em termos do
modelo. Sem um modelo, eles podem ter uma dificuldade em concordar ou negociar suas interpretagdes. Assim,
a analise de dados torna-se mais confiavel quando se baseia num modelo tedrico, como uma decomposicao
genética.
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papel da decomposi¢cao genética € o de servir de ferramente que possibilita ao
investigador entender como os alunos lidam com a aprendizagem de um conceito e o
de explicar as razdes por detras das dificuldades dos alunos.

1.5 Teoria da Reificagao
1.5.1 Fundamentos da teoria

Anna Sfard (1991), autora da teoria, alega poder-se encontrar na origem da maioria
dos conceitos matematicos duas formas de pensamento fundamentalmente
diferentes: uma concegao operacional, onde as no¢gdes matematicas sao tidas como
produto de certos processos ou identificaveis com 0s mesmos processos, e a
concecgao estrutural, para a qual as nogdes matematicas sdo vistas como entidades
de objetos reais, como estruturas permanentes, estaticas manipulaveis e combinaveis
em estruturas mais complexas.

Com base nesta sustentagao, para o modelo de desenvolvimento concetual de Sfard
a concegao operacional surge primeiro, dando em seguida lugar, através da reificagéo
de processos, a um desenvolvimento que desemboca no surgimento de objetos
matematicos. Para tal, para a travessia do estado de concecgado operacional para o
estado de objetos matematicos, a autora propde a passagem por trés fases: (1)
interiorizacdo — onde os processos sdo aplicados a objetos matematicos ja
conhecidos e familiares para o individuo que os manipula; (2) condensagao — onde
0S processos anteriores evoluem, na mente do individuo, até ao estado de unidades
compactas; (3) reificagdo — onde o individuo adquire a capacidade de reconhecer as
unidades compactas como objetos permanentes por direito proprio, como objetos
familiares. (Sfard, 1991)

Para Sfard (1991), a Matematica, no que toca a inacessibilidade, parece estar acima
das outras disciplinas cientificas, pelo que a autora reconhece haver algo de especial
no pensamento que envolve a constru¢gao do conhecimento matematico. Desta forma,
e para analisar esta carateristica prépria da aprendizagem da Matematica, a autora
procurou conceber uma teoria que envolvesse de forma simultanea a Filosofia e a
Psicologia da Matematica, considerando da mesma maneira o pensamento
matematico como processo de constru¢cao de conhecimento e como produto de tal
construgcdo. Procurou ainda construir a sua compreensdo a partir de discursos
filosoficos, que se debrugam sobre a natureza do pensamento matematico, de
matematicos. Procurou também compreender a esséncia psicolégica do surgimento
de tal pensamento.

1.5.2 Processos e objetos

A dualidade concetual — processo e objeto, o que também pode ser visto como
operacional e estrutural — de abordagem desta teoria n&o revela antagonismo, mas
sim complementaridade, sdo os dois lados de uma mesma moeda, portanto, duas
entidades inseparaveis. As duas formas de encarar conceitos matematicos s&o
imprescindiveis para a construgcdo de conhecimento matematico. E preciso passar
pelo, normalmente longo, caminho da operacionalizagdo ou dos processos para se
chegar e passar a percorrer o caminho das estruturas e dos objetos.

Para Sfard (1991), a abordagem de um conceito matematico da perspetiva
operacional ou da perspetiva estrutural depende, para além do nivel de
conhecimentos e habilidades em Matematica que o individuo tenha, do foco da sua
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atencao no momento que lida com um determinado conceito. Deste modo, quando o
individuo for capaz de reconhecer rapidamente um conceito, de o tratar como algo
real e de o manipular como todo n&o se atendo aos processos que O originam, O
conceito podera ser considerado um objeto. O mesmo conceito sera considerado
potencial e ndo atual, quando for interpretado pelos processos que o originam. Para a
autora, a concegao estrutural carateriza-se por ser estatica, instantanea e integrativa,
ao passo que a operacional carateriza-se por ser dinamica, sequencial e detalhada.

A seguir (

Tabela 5) apresentamos em sintese a comparagao entre as duas concegoes.

Tabela 5: Concec¢des operacional e estrutural (Sfard, 1991, p. 33)

Concecao operacional

Concecao estrutural

Carateristicas gerais

A entidade matematica é
concebida como um
produto de certo processo
ou é identificada com o

A entidade matematica é
concebida como uma
estrutura estatica, como
se fosse um objeto real

Representacgdes internas

proprio processo
E apoiada por
representacdes verbais

E apoiada por imagética
visual

O seu lugar no
desenvolvimento de
conceitos

Desenvolve-se na
primeira fase da formacéo
do conceito

Desenvolve-se a partir da
concecao operacional

O seu papel nos
processos cognitivos

E necessaria, mas ndo
suficiente para uma eficaz

Facilita todos os
processos cognitivos
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aprendizagem e (aprendizagem, resolugcao
resolugcao de problemas de problemas)

Na tabela seguinte apresentamos uma comparagao entre concegdes operacional e
estrutural de trés conceitos matematicos estudados nesta tese: o de fungado, o de
derivacao e o de integragao. Utilizando trés conceitos em estudo, damos corpo ao que
sinteticamente Anna Sfard descreve na tabela 2.5. A tabela 2.6 constitui uma
ferramenta auxiliar na caraterizagao das conceg¢des dos alunos sobre conceitos de
Calculo. Dito de outra forma, a tabela a anterior é a referéncia e a tabela seguinte € a
que, com base na referéncia, permitiu distinguir as perspetivas operacional e estrutural
de trés conceitos em estudo. A mesma foi feita tendo em conta o trabalho de Sfard
(1991) sobre descrigao estrutural e operacional de nogdes matematicas.

Tabela 6: Exemplo de concegdes operacional e estrutural

Concecéo operacional Concecgéo estrutural
Sequéncia de passos que nos
permitem a substituicdo de
Funcéao numeros reais, calculo e
obtengao de outros niumeros
reais

Lei que associa um conjunto
numeérico a outro

Declive de uma funcéo; lei da
velocidade de um deslocamento;
custo marginal, ou seja, taxa de
variagao da fungao custo total
em determinado ponto

Conjunto de fungdes com um
mesmo declive; conjunto de leis
de deslocamento com a mesma
lei de velocidade; conjunto de
fungdes custo total com o0 mesmo
custo marginal

Limite do quociente incremental
de uma fungao; fungao obtida
aplicando regras e formulas da
tabela de derivagao

Derivagcao

Soma das areas entre a curva da
funcao integranda e o eixo das
Integracao abscissas; funcgao obtida
aplicando regras e formulas da
tabela de integracéo

1.6 Teorias APOS e Teoria da Reificagao

Trata-se de duas teorias construtivistas que, na sua esséncia, trazem uma abordagem
semelhante. Ambas enriquecem a mesma teoria da aprendizagem de que sé&o
oriundas, a Teoria Construtivista Cognitivista, dando profundidade ao contributo de
Piaget, enquadrando os seus conceitos na aprendizagem da Matematica, construindo
e apresentando novos conceitos que contribuem para um melhor entendimento do
fendbmeno da aprendizagem da Matematica. Ambas se socorrem de linguagens de
programacao para reforcar a diferengca que tanto procuram clarificar entre operagao
— acao e/ou processo — e objeto, entre raciocinio ao nivel deste e daquele. Ambas,
como nao podia deixar de ser, na sua condigao de teorias cognitivistas, abordam a
estrutura mental do individuo, explicam a sua evolugdo na construcdo do
conhecimento matematico, estabelecem uma hierarquia que tem como nivel mais
baixo a operacionalizagdo de conceitos e 0 mais alto os conceitos como objetos.
Ambas reconhecem que essa hierarquizacao é ciclica a medida que o tempo passa e
se vai estudando novos conceitos que congregam outros anteriores, normalmente de
menor complexidade. Em determinados momentos uma vai mais a fundo que a outra,
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uma apresenta mais detalhes que a outra, mas ainda assim sao semelhantes na sua
abordagem sobre a aprendizagem da Matematica.

Tabela 7: Comparagao entre as teorias APOS e da Reificacao

Teoria APOS Teoria da Reificagao
Estruturas mentais | Ag&o, processo, objeto e Processo, unidade
consideradas esquema compacta e objeto
. Interiorizagao, capsulamento,
Mecanismos ~ ~ o
. coordenacao, reversao Interiorizagao,
mentais

descapsulamento, tematizacdo | condensacéo e reificacao

considerados -
e generalizagao

Conceitos o

. Interiorizagao, processo,
considerados a ~ : o ~ X
nivel da Acao, processo e interiorizacdo | condensacgao e unidade

: . compacta
operacionalizagao

Objeto, esquema,
capsulamento, coordenacao,
reversdo descapsulamento,
tematizagao e generalizagao

Conceitos
considerados a
nivel de objetos

Reificagédo e objeto

1.7 Antecedentes do tema

A seguir apresentamos alguns estudos que se afiguram importantes antecedentes a
nossa investigacdo. Autores como David Tall, Ed Dubinsky, Anna Sfard, Antonio
Domingos, Marilyn Carlson, Maria Trigueros, entre outros, fazem caraterizagdes da
aprendizagem dos alunos e apresentam-nos bases significativas que orientam a
caraterizagédo da aprendizagem dos alunos. Salta a vista a constancia de trabalhos de
Ed Dubinsky nas referéncias bibliograficas dos trabalhos dos autores mencionados
inclusive dele proprio. Nao se trata de uma mera inclusdo nas referéncias
bibliograficas, o trabalho de Ed Dubinsky esteve na sustentacdo dos demais. Este é
um forte indicador da importancia que a Teoria APOS tem tido ao longo dos anos na
aprendizagem do Calculo.

Pbde-se constatar que, nesta etapa do desenvolvimento da Educagao Matematica, os
estudos sdo predominantemente qualitativos, o que facilmente se entende nas
seguintes palavras:

In our view, two factors limit the usefulness of experimental studies in the early stages
of mathematics education research. First, it is difficult to control a classroom
environment sufficiently so as to isolate variables and determine cause and effect.
Second, classical experimental design is used to test and verify theories. But
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mathematics education research is a young field, and for many research questions
there is no established theory to test.?? (Carlson & Rasmussen, 2008, pp. Vii e viii)

Para Carlson & Rasmussen (2008), na etapa atual do desenvolvimento da Educagao
Matematica, um objetivo central € o de desenvolver modelos explicativos de padrbes
nas observagdes. Nas subsecgdes seguintes, procuramos apresentar alguns modelos
explicativos relevantes para a nossa investigacao, intercalando-os com apreciagoes
nossas.

1.7.1 Dificuldades dos alunos no Calculo

Num artigo apresentado ao Congresso Internacional sobre Educagcdo Matematica
(International Congress on Mathematical Education — ICME), David Tall (1992)
comega por afirmar que ha diferenga na abrangéncia e na profundidade com que se
aborda o Calculo em diversas realidades:

It should be emphasised that the Calculus means a variety of different things in diferent
countries in a spectrum from:

1. informal calculus — informal ideas of rate of change and the rules of differentiation
with integration as the inverse process, with calculating areas, volumes etc. as
applications of integration

to

2. formal analysis — formal ideas of completeness, € — § definitions of limits, continuity,
differentiation, Riemann integration, and formal deductions of theorems such as mean-
value theorem, the fundamental theorem of calculus etc.,

with a variety of more recent approaches including
3. infinitesimal ideas based on non-standard analysis,

4. computer approaches using one or more of the graphical, numerical, symbolic
manipulation facilities with, or without, programming.?® (Tall, 1992, p. 1)

Esta afirmacé&o remete-nos a necessidade de fazer consideragdes curriculares na
andlise a aprendizagem dos alunos, sob pena de criar expetativas desajustadas.
Atendento a variagdo na abrangéncia e na profundidade com que se aborda o Calculo,

22 Em nossa opinido, dois fatores limitam a utilidade de estudos experimentais nos estagios iniciais da pesquisa
em educagdo matematica. Primeiro, ¢é dificil controlar suficientemente um ambiente de sala de aula de modo a
isolar variaveis e determinar causa e efeito. Em segundo lugar, o design experimental classico ¢ usado para testar
e verificar teorias. Mas a pesquisa em educagdo matematica ¢ um campo jovem e, para muitas questdes de pesquisa,
ndo ha uma teoria estabelecida para testar.

2 Deve-se enfatizar que o Calculo significa uma variedade de coisas diferentes em diferentes paises num espectro
de: calculo informal — ideias informais de taxa de mudanga e as regras de diferencia¢do com integragdo como o
processo inverso, com o calculo de areas, volumes etc. como aplica¢des de integracao para analise formal — ideias
formais de completude, € — § definigdes de limites, continuidade, diferenciacdo, integragdo de Riemann e
dedugdes formais de teoremas como o teorema do valor médio, o teorema fundamental do célculo etc., com uma
variedade de abordagens mais recentes, incluindo ideias infinitesimais baseadas em analises ndo padronizadas,
Abordagens computacionais utilizando uma ou mais das instalagdes de manipulagéo grafica, numérica e simbolica,
com ou sem programacao.
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torna-se importante situar o leitor, fazendo descrigdes sobre carga horaria e conteudos
lecionados. Portanto, é necessario fazer-se alguma referéncia aquilo que Sacristan
(1998) chamou de dimensdes do curriculo — curriculo prescrito, curriculo apresentado
aos professores, curriculo modelado pelo professor, curriculo em acéo, curriculo
realizado e curriculo avaliado.

Dando énfase ao conceito de limite de uma funcgéo, Tall (1992) apresenta uma lista de
dificuldades dos alunos na aprendizagem do Calculo:

» restricted mental images of functions,

» the Leibniz notation — a ‘useful fiction’ or a genuine meaning,

+ difficulties in translating real-world problems into calculus formulation,
+ difficulties in selecting and using appropriate representations,

+ algebraic manipulation — or lack of it,

+ difficulties in absorbing complex new ideas in a limited time,

+ difficulties in handling quantifiers in multiply-quantified definitions,

» consequent student preference for procedural methods rather than conceptual
understanding.?* (Tall, 1992, p. 5)

O mesmo autor apresenta-nos duas formas utilizadas por alunos (e também por
professores) de lidar com dificuldades do célculo de limites e com processos infinitos.
O autor faz mengéo a maior inclinagdo dos alunos para a segunda forma, consistindo
em separar teorias problematicas de métodos praticos para resolver problemas:

* reconcile the old and the new by re-constructing a new coherent knowledge
structure,

* keep the conflicting elements in separate compartments and never let them be
brought simultaneously to the conscious mind.?% (Tall, 1992, p. 3)

A caraterizagao que se faz de dificuldades dos alunos na aprendizagem do conceito
de fungdo, em particular, e de conceitos do Calculo, em geral, abre portas a
necessidade de se aprofundar a caraterizagdo da imagem mental e da aprendizagem
de tais conceitos. Esta caraterizagdo pode ser feita em quatro dimensdes — algébrica,
geométrica, numérica e descritiva — e consolidada com o cruzamento das
informagdes provenientes das mesmas.

24 « imagens mentais restritas de fungdes, * a notagdo de Leibniz - uma "ficgdo til" ou um significado genuino,

dificuldades em traduzir problemas do mundo real em formulagdo de céalculo, « dificuldades em selecionar e usar
representagdes apropriadas, * manipulagdo algébrica — ou falta dela, * dificuldades em absorver novas ideias
complexas num tempo limitado, ¢ dificuldades em lidar com quantificadores em definigdes multiplamente
quantificadas, * consequente preferéncia do aluno por métodos procedimentais, em vez de compreensdo concetual.

25 « conciliar o antigo e o novo reconstruindo uma nova estrutura de conhecimento coerente, manter os elementos
conflitantes em compartimentos separados e nunca permitir que eles sejam trazidos simultaneamente para a mente
consciente.
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1.7.2 Compreensao de conceitos matematicos avangados — A Matematica no
inicio do superior

Como trabalho que aborda a aprendizagem do Caélculo também encontramos o
trabalho de Antonio Domingos (2003). Com o objetivo geral de caraterizar a
compreensao dos conceitos de sucessao, de funcao e de calculo diferencial, com os
objetivos especificos de integrar o contributo de varias teorias sobre a construgao dos
conceitos matematicos, caraterizar a complexidade dos conceitos imagem que os
alunos tém dos conceitos matematicos ensinados e caraterizar desempenhos
escolares tipicos de alguns alunos, o autor realizou um estudo com alunos do 1.° ano
de licenciaturas em Ensino das Ciéncias, Engenharia Electrotécnica e Matematica. Os
conceitos considerados sao os da disciplina de Analise Matematica |.

Com uma metodologia qualitativa e apoiando-se em trabalhos de Dubinsky, Sfard, Tall
e Vinner, respetivamente, na teoria APOS, na teoria da Reificagdo, nas ideias do
pensamento matematico avangado, o autor caraterizou niveis de conceitos imagem
que possuem propriedades proprias — localidade, hierarquia, estabilidade e oscilagao
— que se distinguem entre conceitos imagem incipientes, instrumentais e relacionais,
com os primeiros mais ligados a Matematica Elementar, enquanto que os ultimos
estdo mais ligados a Matematica Avancgada. Caraterizou também os desempenhos
escolares de trés dos 15 alunos inicialmente considerados no estudo que revelaram
sucesso escolar, apesar de apresentarem conceitos imagem bastante diversificados,
nomeadamente um apresentando uma compreensao relacional dos conceitos —
manifestando-se capaz de os aplicar em diversas situagdes —, 0 segundo apresentou
uma compreensao instrumental dos conceitos — apresentando um desempenho
satisfatério, contudo operacional —, e o ultimo manifestou-se paradoxal, uma vez que
mesmo aparesentando uma compreensao incipiente da maioria dos conceitos,
apresentou bom desempenho escolar.

Contributo integrado de varias teorias sobre a construgdo de conceitos
matematicos

Domingos (2003) conclui que a combinacao dos pontos fortes de varias teorias —
teoria da Reificacdo, teoria APOS, assim como a concegdo proceptual —
proporcionou uma ferramenta poderosa no sentido de melhor caraterizar os niveis de
conceito imagem propostos, proporcionando uma linguagem propria, bem como
permitindo acompanhar o seu desenvolvimento de estudo dos conceitos matematicos
desde os mais elementares aos mais avangados.

Da teoria da Reificagéo (Sfard, 1991) obtém-se uma explicagédo completa sobre como
se pode conceber objetos matematicos passando por uma concepgao operacional e
chegando a uma estrutural. Este caminho é feito passando pelas fases de
interiorizagdo, condensacao e reificagdo, o que torna os objetos cada vez mais
compactos até o ponto de se tornarem novos objetos matematicos. Por sua vez, Tall
(2002) admite que a formagao de novos conceitos ocorre numa sequéncia que inicia
na realizagao de procedimentos, evolui passando por processos e, por ultimo, chega
a proceitos. A medida que a evolugdo acontece, o dominio do conceito é cada vez
mais sofisticado, resultando finalmente na capacidade de pensar simbolicamente
sobre o0 mesmo. Dubinsky (1991) apresenta um modelo que se assemelha aos dois
anteriores. Para ele o dominio do conceito tem quatro niveis de estrutura mental: agao,
processo, objeto e esquema. A passagem por cada um desses niveis envolve
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mecanismos mentais: Interiorizagdo, capsulamento, coordenacgao, reversao. Deste
modo Domingos (2003, p. 345) conclui:

Embora as varias teorias apresentem percursos semelhantes para explicar a
construcdo dos conceitos matematicos, parece ser importante coordenar os varios
contributos dados por cada uma delas em separado. Assim, partindo do principio que
a teoria da reificagéo explica a evolugédo dos conceitos, partindo dos objectos mais
elementares para os mais complexos, a visdo proceptual destes objectos vem-nos
ajudar a compreender como o conhecimento matematico pode ser compactado e
representado por meio de simbolos, tornando-se assim mais facil de manejar e a teoria
APOS fornece-nos mecanismos que nos permitem avaliar a compreensao dos alunos
de determinados objectos matematicos, nomeadamente, no balango entre o capsular
e descapsular desses objectos. E assim importante ter em conta estas caracteristicas
das varias teorias com o objectivo de estabelecer os niveis de conceito imagem que
melhor traduzam a compreensao dos varios conceitos matematicos estudados.

Domingos (2003) acrescenta que o seu estudo € um valor acrescentado a teoria ja
desenvolvida sobre as nog¢des de conceito definigdo e conceito imagem. Faz uma
contextualizacdo de como tais conceitos eram considerados por Vinner e por Tall. O
primeiro considerava-os como sendo duas células distintas na mente do individuo. O
segundo admitiu que ambos conceitos faziam parte da mesma estrutura cognitiva,
estrutura dominada pelo conceito imagem, mas tendo tanto o conceito imagem como
o conceito definicdo como partes integrantes. Embora, a categorizagdo de Tall tenha
sido bastante utilizada em diversos trabalhos de investigagcédo e considerada bastante
util, Domingos (2003) aponta nela limitagdes particularmente na forma como explica
0s processos que estdo associados a construcdo de conceitos e afirma:

A categorizacdo dos conceitos imagem que proponho neste trabalho representa um
avancgo para a teoria, permitindo que seja possivel “medir” a complexidade destes
conceitos imagem. E, assim, possivel estabelecer uma hierarquia que vai dos
conceitos imagem incipientes até aos conceitos imagem relacionais e ao mesmo tempo
avaliar o seu grau de complexidade com base nos diferentes dominios identificados
que sao caracteristicos de cada uma destas categorias. (Domingos, 2003, p. 345)

Carateristicas dos conceitos imagem

A partir dos dados estudados, Domingos (2003) péde agrupar os niveis de conceito
imagem que podem (co)existir na mente do aluno em trés meta-categorias: conceito
imagem incipiente, instrumental e relacional. Considera-se conceito imagem incipiente
aquele que esta mais proximo a Matematica Elementar, considera-se conceito
imagem relacional aquele préximo a Matematica Avangada e considera-se conceito
imagem instrumental o que se encontra a nivel intermédio, na zona de transig&o entre
os dois anteriores. Para chegar a categoriazagdo acima, o autor teve em conta
diferentes dominios utilizados nas teorias cognitivas consideradas no estudo: objetos,
processos, traducao entre representacdes, principais propriedades e pensamento
proceptual.

1.7.3 Habilidades fundamentais de raciocinio que promovem coeréncia na
compreensao de fungao dos Alunos

Para Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008) o conceito de funcéo € central para a
aprendizagem da Matematica a nivel de graduacdo, fundamental para a Matematica
moderna e essencial para as ciéncias. Consideram também que o seu empobrecido
entendimento contribui para o insucesso escolar. Os autores defendem um ensino que

49



promova concegdes ricas, habilidades de raciocinio poderosas de modo a despertar
curiosidade e interesse nos alunos e, consequentemente, sucesso escolar.

The concept of function is central to undergraduate mathematics, foundational to
modern mathematics, and essential in related areas of the sciences. A strong
understanding of the function concept is also essential for any student hoping to
understand calculus — a critical course for the development of future scientists,
engineers, and mathematicians. (...) This impoverished understanding of a central
concept of secondary and undergraduate mathematics likely results in many students
discontinuing their study of mathematics. (...) We advocate that instructional shifts that
promote rich conceptions and powerful reasoning abilities may generate students’
curiosity and interest in mathematics, and subsequently lead to increases in the number
of students who continue their study of mathematics.?® (Oehrtman, Carlson, &
Thompson, 2008, p. 150)

Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008), apoiados nas estruturas mentais acéo e
processo da teoria APOS, caraterizam comparativamente as visbes de acéo e de
processo dos alunos sobre fung¢des (Tabela 8). Fazem recomendagdes sobre como
passar de uma visao para outra: (1) Pedir aos alunos que expliquem os factos basicos
da fungdo em termos de entrada e saida; (2) Perguntar sobre o comportamento de
fungdes em intervalos inteiros, além de pontos unicos; (3) Pedir aos alunos para fazer
e comparar julgamentos sobre fungées em varias representagdes.

Tabela 8: Visdo de acéo e de processo das fungdes (Oehrtman, Carlson, & Thompson, 2008, p. 36)

Visao de processo
Uma fungdo € um processo de entrada-
saida generalizado que define um
mapeamento de um conjunto de valores
de entrada para um conjunto de valores
de saida.

Visao de acao

Uma fungéo esta vinculada a uma regra,
formula ou computagdo especifica e
requer a conclusdo de calculos e/ou
etapas especificos.

Um aluno deve executar ou imaginar
cada acgo.

Um aluno pode imaginar todo o processo
sem ter que executar cada agao.

A “resposta” depende da formula.

O processo € independente da formula.

Um aluno s6 pode imaginar um unico
valor de cada vez como entrada ou saida
(por exemplo, x representa um numero
especifico).

Um aluno pode imaginar todas as
entradas de uma vez ou “percorrer” um
continuo de entradas. Uma funcédo é
uma transformacao de espacos inteiros.

Composicao é substituir uma férmula ou
expressao por x.

Composicao € uma coordenacao de dois
processos de entrada-saida; a entrada é

26 O conceito de fungdo é fundamental para a Matematica de graduagdo, fundamental para a Matematica moderna
e essencial em areas afins das ciéncias. Uma forte compreensao do conceito de fungdo também ¢ essencial para
qualquer aluno que queira entender o Calculo - um curso critico para o desenvolvimento de futuros cientistas,
engenheiros ¢ matematicos. (...) Este entendimento empobrecido de um conceito central de Matematica secundaria
e de graduagdo provavelmente resulta em muitos estudantes descontinuando seus estudos de Matematica. (...)
Defendemos que as mudangas instrucionais que promovem concecdes ricas ¢ habilidades poderosas de raciocinio
podem gerar curiosidade e interesse dos alunos em matematica e, consequentemente, levar ao aumento do nimero
de alunos que continuam seus estudos de matematica.
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processada por uma funcdo e a sua
saida é processada por uma segunda
funcao.

A funcgao inversa é sobre algebra (mude
y € x, em seguida, resolva) ou geometria
(reflita através de y = «x.

A funcao inversa € a reversao de um
processo que define um mapeamento de
um conjunto de valores de saida para um
conjunto de valores de entrada.

Encontrar dominio e contradominio €
concebido, no maximo, como um
problema de algebra (por exemplo, o
denominador ndo pode ser zero e O
radicando ndo pode ser negativo).

Dominio e contradominio s&do produzidos
operando e refletindo sobre o conjunto
de todas possiveis entradas e saidas.

Fungdes sao  concebidas
estaticas.

como

Funcbes sdo  concebidas

dindmicas.

como

O grafico de uma fungao é uma figura
geométrica.

O grafico de uma fungdo define um
mapeamento especifico de um conjunto
de valores de entrada para um conjunto
de valores de saida.

Segundo Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008), a aplicagdo do raciocinio
covariacional € uma forma de se construir a visdo de processo das fungdes. Os
autores decompdem o raciocinio covariacional em cinco acbées mentais e nos
respetivos comportamentos exteriorizados pelos alunos (Tabela 9).

Tabela 9: A¢gdes mentais do quadro de covariagdo (Oehrtman, Carlson, & Thompson, 2008, p. 40)

Agao Descrigao da agcao mental Comportamento
mental
Acdo o Rotulgr os eixos com indicacdes
mental 1 Coordequ\radependen_c,la de ver_b,als_ de coordenar as duas
(AM1) uma variavel noutra variavel | variaveis (por exemplo, y muda com
mudangas em x)
* Construir uma linha reta com o
Acgo Coordenar a diregéo_'da declive diferente de zero
mudanca de uma variavel
mental 2 . A o
(AM2) com mudancas na outra -Verballzaraconsglenma dg direcao
variavel da mudanga da saida, considerando
mudang¢as na entrada
» Representar pontos/contruir retas
Acgo Coordenar a quantidade_,de secantes
mudanga de uma variavel , A
mental 3 com alteragdes na outra . Verbalizar consciéncia da
(AM3) variavel quantidade de mudanga da saida
enquanto considera mudangas na
entrada
Acéao Coordenar a taxa média de | = Construir retas secantes para
mental 4 |variagdo da fungdo com | intervalos contiguos no dominio
(AM4) incrementos uniformes de

51



variagdo na variavel de |+ Verbalizar consciéncia da taxa de
entrada variagdo da saida (em relagdo a
entrada) enquanto considera
incrementos uniformes da entrada

» Construir uma curva suave com
indicagdes claras de variagdo de
Coordenar a taxa de variagao | concavidade

Acéo instantanea da fungdo com
mental 5 | variagbes  continuas na |+ Verbalizar consciéncia das
(AMS5) variavel independente para | variagbes instantdneas na taxa de
todo o dominio da funcao variagdo para todo o dominio da
funcéo (a diregdo das concavidades e
0s pontos de inflexao estao corretos)

Em sintese, 0 que os autores fazem é uma descricdo das estruturas mentais acao e
processo, bem como do mescanismo mental interiorizacdo, como forma de se transitar
da primeira estrutura mental para a segunda. Os autores apresentam atividades
desenvolvidas com fungdes, descrevem e fundamentam os fendmenos associados as
mesmas e, mais adiante, caraterizam as estruturas mentais e o mecanismo mental de
transigcéo entre elas.

1.7.4 Avaliagao do Conceito de Pré-Calculo e Prontidao do Conceito de Calculo

Carlson, Oehrtman, & Engelke (2010) apresentam-nos a Taxonomia de Avaliagao do
Conceito do Pré-Calculo (ACP) — Precalculus Concept Assessment (PCA) Taxonomy
— como base de constru¢ao do instrumento com o mesmo nome (Tabela 10).

Tabela 10: Taxonomia de Avaliacao de Conceito do Pré-Calculo (ACP) (Carlson, Oehrtman, & Engelke,
2010, p. 120)

Habilidades de raciocinio
Visado de processo de fungéo. Ver a fungdo como um processo generalizado
R1 | que aceita entradas e produz saidas. Coordenacéo apropriada de multiplos
processos de fungao.
Raciocinio covariacional. Coordenar duas grandezas variadas que mudam em
R2 | conjunto, enquanto considera como as quantidades mudam em relagdo umas
as outras.
Habilidades computacionais. Identificar e aplicar manipulacbes e
R3 | procedimentos algébricos apropriados para apoiar a criagdo e o raciocinio
sobre modelos de funcéo.

Conpreensoes
Compreender significados de conceitos de fungao
SA | Avaliagdo de fungéo

ST | Taxa de variacao

SC | Composicao de fungao

S| | Inversa de fungao

Compreender taxa de crescimento de tipos de fungao
CL | Linear

CE | Exponencial

CR | Racional
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CN | N&o linear geral

Compreender representacdes de funcdo (interpretar, usar, construir, conectar)
RG | Grafica

RA | Algébrica

RN | Numérica

RC | Contextual

Carlson, Madison, & West (2015) apresentam-nos a taxonomia da Prontiddo do
Conceito de Calculo (PCC) — Calculus Concept Readiness (CCR) — (Tabela 11)
como base de construgdo do instrumento, com o0 mesmo nome, de avaliagdo das
habilidades de raciocinio e das compreensdes fundamentais para a aprendizagem do
Calculo. “The CCR is a 25-item multiple-choice instrument that can be used as a
placement test for entry into calculus and to assess the effectiveness of precalculus
level instruction.”” (Carlson, Madison, & West, 2015, p. 209). O PCC é um instrumento
de 25 itens feito com base na taxonomia de 23 itens do PCC (Tabela 11). Os 23 itens
da taxonomia estéo distribuidos em cinco categorias, nomeadamente (1) Habilidade
de raciocinio; (2) Compreender, representar e interpretar padrdes de crescimento de
funcao; (3) Compreender e usar os seguintes conceitos ou ideias; (4) Compreender
ideias centrais da trigonometria; (5) Outras habilidades. Sobre o PCC os autores
afirmam:

The CCR is a 25 item multiple-choice exam with each question having five answer
choices. Eighteen of the twenty-five CCR items assess or rely on student understanding
of the function concept. Five items assess student understanding or use of trigonometric
functions, and four items assess student understanding or ability to use exponential
functions. Ten items are situated in an applied (or word problem) context and require
students to reason about quantities and use ideas of function, function composition, or
function inverse to represent how the quantities change together.?® (Carlson, Madison,
& West, 2015, p. 215)

Tabela 11: Taxonomia de Prontiddo do Conceito de Calculo (PCC) (Carlson, Madison, & West, 2015,
p. 216)

Habilidades de raciocinio

Raciocinio proporcional: Observar que duas grandezas que estdo a mudar
R1 | juntas estdo relacionadas por um multiplo constante e que, a medida que as
duas grandezas mudam juntas, a propor¢ao de uma grandeza para a outra

270 PCC ¢ um instrumento de multipla escolha com 25 itens que pode ser usado como um teste de admissdo ao
Calculo e para avaliar a eficacia da instru¢do do nivel de Pré-Calculo.”

28 O PCC ¢é um exame de multipla escolha de 25 itens, com cada questdo tendo cinco opgdes de resposta. Dezoito
dos vinte e cinco itens do PCC avaliam ou assentam na compreensdo do aluno sobre o conceito de fungdo. Cinco
itens avaliam a compreensao do aluno ou o uso de fungdes trigonométricas, e quatro itens avaliam a compreensao
do aluno ou a capacidade de usar fungdes exponenciais. Dez itens estdo situados num contexto aplicado (ou
problema com texto) e exigem que os alunos raciocinem sobre as quantidades e usem ideias de fungdo, composigao
de fungdo ou fungdo inversa para representar como as grandezas variam juntas.
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permanece constante; em seguida, usar esse conhecimento para determinar

novos valores de uma grandeza para valores especificos da outra grandeza.

Visdo de processo da fungdo: visualizar uma fungdo como um processo que

R2 | mapeia valores de entrada do dominio de uma fung&o para gerar valores no

intervalo de uma funcgao.

R3 Ragioginio quantitativo e covariacional: Concei.tuar grandezas em situagdes e
raciocinar sobre como duas grandezas numa situagdo mudam juntas.

Compreender, representar e interpretar padrdes de crescimento de fungao

F1 | Linear

F2 | Exponencial

F3 | Polinomial ndo linear

F4 | Racional

F5 | Periodica

Compreender e usar 0s seguintes conceitos ou ideias

U1 | Grandeza

U2 | Variavel

U3 | Inclinacdo / Taxa constante de variagao

U4 | Taxa média de variagao

U5 | Composicao de fungao

U6 | Funcio inversa

U7 | Translagbes (horizontais e verticais) de fung¢des

Compreender ideias centrais da trigonometria

T1 | Medida de &ngulo

T2 | Radiano como unidade de medida

As funcdes seno e cosseno como a covariagao do comprimento de um arco

(medido em unidades do raio do circulo) e a coordenada horizontal ou vertical

do terminal do arco (medida em unidades do raio do arco). Essas questdes

exploram a ideia de que cada circulo pode ser considerado um circulo unitario.

T4 As ft_mg()esAseno € Cosseno como uma represeptagéo da relagao entre uma
medida de angulo e os lados de um tridangulo retangulo.

Outras habilidades

H1 | Resolver equagodes

H2 | Representar e interpretar inequacoes

H3 | Usar e resolver sistemas de equacgdes

H4 Compreender e usar a notagao de fungao para expressar uma grandeza em

termos de outra

T3

Sobre o PCC e sua taxonomia, Carlson, Madison, & West (2015) apresentam
conclusdes de grande interesse para a presente tese. Os autores apresentam-no
como um bom caraterizador da aprendizagem dos alunos independentemente dos
resultados de outras avaliagdes a que estes sejam submetidos antes ou depois da
lecionacado do Calculo. O instrumento e a sua taxonomia permitem medir o nivel de
preparagao dos alunos para frequentar a unidade curricular de maneira objetiva. Por
outro lado, apés a lecionagao do Calculo, permite medir o alcance das avaliacbes a
que os alunos tiverem sido submetidos. Deste modo, com instrumentos do género,
consegue-se aferir o papel dos conhecimentos prévios na aprendizagem do Calculo,
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consegue-se aferir o nivel de compreensdo de conceitos do Caélculo, em suma,
consegue-se aferir o nivel de realizag&o curricular.

A CCR cut score of 11 out of 25 (44%) is a relatively low score on an exam that
assesses fundamental ideas and reasoning abilities for calculus, suggesting that many
students are succeeding in Calculus 1 without the prerequisite knowledge. The CCR
break points of 11 and 9 that our data suggests could be used to advise students
relative to whether they should (or should not) enroll in Calculus 1 are separated by
only two CCR items. This implies small differences in the initial knowledge base of
students who pass Calculus 1, and those who fail Calculus 1.2°

(...)

Our analysis of the CCR data suggests that it is useful as a tool to assess the
effectiveness of a precalculus course or curriculum in preparing students for calculus.
It can also be used to advise students about their readiness for calculus. We expect
that CCR correlations with success in calculus will be higher when administered as a
pre-test to students enrolled in calculus courses that emphasize understanding (making
connections) and reasoning with ideas. Even though calculus courses vary in the
amount of emphasis placed on skills, techniques, and understanding and using key
concepts, we believe that CCR is a good measure of whether students are prepared to
learn and understand calculus. However, we encourage those who administer CCR to
Calculus 1 students to use the cut scores that we have suggested as advisory, and to
consider local constraints and current curriculum foci in precalculus and beginning
calculus to adjust break points accordingly.*° (Carlson, Madison, & West, 2015, pp. 228-
230)

Apesar do valor do instrumento PCC e dos seus critérios, os autores deixam
aberta a possibilidade de ajustes as condigbes e ao curriculo locais. Fica clara a
flexibilidade do instrumento sem, no entanto, perder a sua esséncia constante da sua
taxonomia. Um aproveitamento minimo de 44% num teste do PCC é o recomendavel
para a frequéncia da unidade curricular Calculo.

2% Uma pontuagio de corte do PCC de 11 em 25 (44%) é uma pontuagio relativamente baixa num exame que
avalia ideias fundamentais e habilidades de raciocinio para calculo, sugerindo que muitos alunos estdo a obter
sucesso no Calculo 1 sem o conhecimento prévio. Os pontos de quebra do PCC de 11 e 9 que nossos dados sugerem
que poderiam ser usados para aconselhar os alunos em relagdo a se devem ou ndo devem se inscrever no Calculo
1 sdo separados por apenas dois itens do PCC. Isso implica pequenas diferencgas na base de conhecimento inicial
dos alunos que passam no Célculo 1 e naqueles que falham no Calculo 1.

39 Nossa analise dos dados do PCC sugere que ¢ util como uma ferramenta para avaliar a eficacia de um curso ou
curriculo de Pré-Calculo na preparagdo dos alunos para o Calculo. Também pode ser usado para aconselhar os
alunos sobre sua prontiddo para o Calculo. Esperamos que as correlagdes de PCC com sucesso no calculo sejam
maiores quando administradas como um pré-teste para alunos matriculados em cursos de calculo que enfatizam a
compreensdo (fazendo conexdes) e raciocinando com ideias. Embora os cursos de calculo variem em termos de
énfase em habilidades, técnicas ¢ compreensdo, ¢ usando conceitos-chave, acreditamos que o PCC ¢ uma boa
medida se os alunos estdo preparados para aprender e entender o Calculo. No entanto, encorajamos aqueles que
administram PCC para que os alunos do Calculo 1 usem as pontuagdes de corte que sugerimos como consultivas,
e consideremos as restri¢oes locais e os atuais focos curriculares no Pré-Calculo e no Calculo inicial para ajustar
os pontos de quebra em conformidade.
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Um dos conceitos fundamentais para os alunos na aprendizagem do Calculo é
o de variavel, alias como também & reconhecido pela Taxonomia de PCC (Tabela 11).
Trigueros & Usini (2003), com os objetivos de (1) analisar as dificuldades dos alunos,
(2) fazer observagdes em sala de aula, (3) dar tratamento a livros didaticos e de (4)
desenvolver e testar design instrutivo, criaram o “Modelo de 3 Usos da Variavel (3UV)”.
Neste modelo as variaveis s&o classificadas em trés categorias: incognita, numero
genérico e variaveis relacionadas. Incognita € um simbolo cujo valor pode ser
encontrado mediante resolugdo. Numero genérico refere-se ao significado associado
ao simbolo em expressdes genéricas em que seja necessario realizar operagdes
algébricas. Um caso particular dos numeros genéricos sdo os parametros. Variaveis
relacionadas sao as que constituem os simbolos dependente e independente como,
por exemplo, numa relagao funcional.

(...) It is hard for them [students] to consider symbols sometimes as variables related
in a function, at other times as unknown numbers to be found, and at still other times
as general numbers. (By “general number” we mean a symbol whose value is neither
assigned throughout the solution process nor is to be determined at the final stage of
the solution process.) Yet many teachers say ‘variable’ for all these different instances
of symbol. Using the same name for a symbol that plays a variety of roles is very
confusing to students. Most of them think of symbols as unknowns that have to be found
no matter where they appear; a few consider them as standing for any number and they
know how to operate on them procedurally; but all students have difficulty integrating
all the different meanings of what mathematicians call ‘variable.” Because the term
‘variable’ covers a variety of uses of letters and lacks an analytic definition, it should be
no surprise that attaining a well-developed robust variable conception is problematic for
students.?' (Trigueros & Jacobs, 2008, pp. 3 e 4)

Trigueros & Jacobs (2008) exemplificam como, durante uma resolugéo, as
variaveis tomam diferentes significados em diferentes etapas. Os autores concluem
gue o conceito de variavel € muito complexo e que os alunos precisam de ajuda para
construir uma concecéo rica a respeito. Do que foi exposto sobre variaveis, claro que,
para constru¢cdo de conceitos do Calculo e para o sucesso na unidade curricular, a
compreensao do conceito de variavel e a fluéncia no seu tratamento sdo importantes
para uma boa aprendizagem dos alunos, consequentemente, o conceito de variavel é
importante para a caraterizagdo da aprendizagem do Calculo.

31(..)) E dificil para eles [alunos] considerar os simbolos as vezes como variaveis relacionadas numa fungo,
outras vezes como incognitas, e outras vezes como numeros gerais. (Por "nimero geral" entendemos um simbolo
cujo valor ndo ¢ atribuido durante todo o processo de solucdo nem deve ser determinado no estagio final do
processo de solugdo.) No entanto, muitos professores dizem "varidvel" para todos esses diferentes exemplos de
simbolo. Usar o mesmo nome para um simbolo que desempenha varias fungdes ¢ muito confuso para os alunos.
A maioria deles pensa em simbolos como incognitas que devem ser encontradas, ndo importa onde eles aparegam;
alguns os consideram como representando qualquer niimero e sabem como opera-los processualmente; mas todos
os alunos tém dificuldade em integrar todos os diferentes significados do que os matematicos chamam de 'variavel'.
Como o termo 'variavel' abrange uma variedade de usos de letras e carece de uma defini¢@o analitica, ndo deve ser
surpresa que seja problematico para o aluno atingir uma concegao de variavel robusta bem desenvolvida.
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CAPITULO 2. Metodologia

2.1 Paradigmas de investigacao

Pode-se afirmar que paradigma de investigagdo € um conjunto coerente de
postulados, valores, teorias e regras aceites pelos membros de uma comunidade
cientifica num determinado periodo histérico. Sendo assim, constitui-se também num
meio de legitimagdo e validagdo, respetivamente, de trabalho e resultados
apresentados por investigadores.

[Paradigma] De um lado, indica toda a constelagdo de crengas, valores, técnicas, etc...,
partilhadas pelos membros de uma comunidade determinada. De outro, denota um tipo
de elemento dessa constelagdo: as solugbes concretas de quebra-cabecas que,
empregadas como modelos ou exemplos, podem substituir regras explicitas como
base para a solugdo dos restantes quebra-cabecas da ciéncia normal. (Khun, 1998, p.
218).

Coutinho (2014) considera que existem trés paradigmas de investigagao: positivista,
interpretativo e critico. Quanto ao design de investigacao, Creswell (2014) considera
a existéncia de trés: quantitativo, qualitativo e misto. Em funcdo da natureza do
problema da nossa investigagdo que passa por caraterizar a aprendizagem de alunos,
fazendo descricbes da mesma, adotamos o paradigma interpretativo. Quanto ao
design da investigagédo, adotamos o qualitativo, mais concretamente estudo de caso,
por nos permitir tornar mais profunda a caraterizacdo que se pretende. A escolha
justifica-se se atendermos ao problema de investigagédo levantado que sugere uma
abordagem do quotidiano académico dos alunos, bem como atendendo a
necessidade de se ter informagao pormenorizada em torno do mesmo problema para
melhor informar o publico interessado na investigagao.

2.1.1 Investigacao qualitativa

O paradigma escolhido para servir de base a esta investigagao € o qualitativo, também
designado por hermenéutico, interpretativo ou naturalista. Desta maneira, a
investigacao assentara na busca pela compreensao, significado e agao, penetrando
no mundo pessoal dos sujeitos envolvidos no estudo, professores e alunos. (Creswell,
2014).

Segundo Bogdan e Biklen (1994), as principais caracteristicas do paradigma
qualitativo s&o cinco e nao tém que estar todas presentes numa investigagcdo com o
mesmo nivel de profundidade.

A primeira caracteristica refere-se ao facto de na investigagdo qualitativa a fonte
directa de dados ser o ambiente natural, sendo o investigador o instrumento principal.
O investigador acaba sempre por se introduzir, com maior ou menor grau, no ambiente
onde pretende recolher os dados e quer esteja munido ou ndo de alguns
equipamentos de video ou audio ou apenas de papel e lapis, acaba sempre por
desempenhar um papel primordial na sua andlise. E ele que tem que rever na
totalidade os materiais registados, sendo o seu entendimento sobre esses materiais o
principal instrumento de analise. A frequéncia dos locais de estudo é essencial para
compreender o contexto e as acgdes pois estas sao observadas no seu ambiente
natural. Com vista a ndo perder o significado, o investigador ndo deve separar os
actos, palavras ou gestos do seu contexto.
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A segunda caracteristica esta relacionada com o facto de a investigacao qualitativa
ser descritiva. Os dados recolhidos s&o quase sempre organizados sob a forma de
palavras ou imagens, em vez de numeros. Os investigadores procuram analisar os
dados usando toda a sua riqueza e respeitando a forma em que eles foram registados
ou transcritos. Tudo deve ser analisado com base no principio de que nada é trivial e
que tudo pode vir a constituir uma pista para estabelecer uma maior compreensao do
objeto de estudo. Assim, quando se pretende que sejam tidos em conta todos os
detalhes, a descrigao parece ser um bom método de recolha de dados.

A terceira caracteristica esta relacionada com o facto de os investigadores qualitativos
se interessarem mais pelo processo do que simplesmente pelos resultados e
produtos. A forma como as pessoas negoceiam os significados, como comegam a
utilizar certos termos ou como certas no¢cées comecam a fazer parte do senso comum
sao indicadores de que na actividade dos investigadores os processos desempenham
um papel primordial. Tomando como exemplo a investigagdo educacional, a énfase
qualitativa no processo tem sido importante no desenvolvimento da ideia de que o
desempenho cognitivo dos alunos é afectado pelas expectativas dos professores.
Esta conclusdo, que é corroborada pelos métodos quantitativos, encontra nas
estratégias qualitativas uma forma de evidenciar como as expectativas se traduzem
nas actividades, procedimentos e interacdes diarias.

A quarta caracteristica esta relacionada com a forma como os investigadores
qualitativos analisam os dados, admitindo uma tendéncia para que esta analise seja
feita de forma indutiva. A recolha de dados nado é feita com o objectivo de provar
hipdteses previamente estabelecidas, mas antes para construir abstracbées com base
no agrupamento dos dados particulares. A teoria é assim construida com base nas
varias pecas individuais da informacao recolhida que se vao inter-relacionando, dando
origem aquilo que se pode designar por teoria fundamentada. O investigador vai usar
parte do estudo para perceber quais sdo as questdes importantes, ao invés de partir
do pressuposto que ja sabe essas questdes antes de efectuar a investigagao.

A quinta e ultima caracteristica prende-se com o significado, que é considerado de
importancia vital para a abordagem qualitativa. Os investigadores qualitativos tém
como principal preocupacao certificarem-se que estdo a apreender as diferentes
perspectivas adequadamente. Por vezes os dados recolhidos sdo de novo mostrados
aos individuos sobre os quais incide a investigacao, por forma a poder proporcionar
ao investigador a seguranga de que os registos sdo rigorosos e reflectem de forma
clara os significados que os sujeitos |he atribuiram. Os investigadores qualitativos
estabelecem estratégias e procedimentos que Ihe permitem tomar em consideragéo
as experiéncias do ponto de vista do sujeito.

Pretende-se com este estudo caraterizar a aprendizagem dos alunos e identificar
cenarios metodoldgicos que favoregam a aprendizagem do Calculo, considerando os
seguintes objetivos especificos: (1) Caraterizar o nivel de preparagao dos alunos para
a aprendizagem do Calculo; (2) Descrever o papel dos conhecimentos prévios na
aprendizagem dos novos conceitos do Calculo; (3) Caraterizar a aprendizagem dos
alunos ao longo do estudo de tépicos especificos do Calculo. Para a validagao dos
resultados apoiaremo-nos em quatro pilares definidos por Lincoln e Guba (1991):
credibilidade, transferibilidade, consisténcia e aplicabilidade ou confirmabilidade.

A credibilidade consiste na confirmacao dos resultados por parte dos participantes na
investigacdo. Tem a ver com o quanto as construgdes/reconstru¢des do investigador
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reproduzem os fendmenos em estudo e/ou os pontos de vista dos participantes na
pesquisa. Obtém-se a credibilidade "submetendo [os resultados] a aprovacédo dos
construtores das multiplas realidades em estudo" (Lincoln & Guba, 1991, p. 296). A
credibilidade pode ser operacionalizada através do "prolonged engagement” (Lincoln
& Guba, 1991), através do "peer debriefing" (Erlandson et al., 1993), ou através do
"member checks" (Coutinho, 2014). A credibilidade € o termo homdlogo a "validade
interna" do paradigma quantitativo.

"Prolonged engagement" — empenho prolongado — é um investimento no tempo que
se considere necessario para atingir os objetivos da pesquisa que passa por aprender
a cultura dos participantes, testar informagdes contraditorias introduzidas por
distorcbes tanto do investigador como dos participantes e criar confianga nos
participantes. "Peer debriefing" — revisdo de pares — consiste em permitir que um
par, um colega ou um profissional fora do contexto com conhecimento geral sobre a
problematica e sobre o processo de pesquisa, analise os dados, teste as hipoteses de
trabalho e sobretudo escute as ideias e preocupacdes do investigador. "Member
checks" — revisao pelos participantes — consiste em devolver aos participantes do
estudo os resultados da andlise feita pelo investigador as informag¢des que Ihe
forneceram através de entrevistas, observagdes diretas ou indirectas, para que estes
possam verificar/confirmar se as interpretacées do investigador refletem de facto as
suas experiéncias/sentimentos.

Segundo Coutinho (2014), a transferibilidade, numa pesquisa qualitativa, consiste na
possibilidade de os resultados obtidos num determinado contexto poderem ser
aplicados noutro contexto. E o conceito correspondente ao de "generalizac&o" ou
"validagdo externa" na metodologia quantitativa, mas que deve ser encarado em
termos totalmente distintos na pesquisa interpretativa. Podem-se considerar trés
graus ou niveis de generalizagdo dos resultados de um estudo empirico: da amostra
para a populacdo, analitica e a relacionada a teoria. No plano qualitativo a
generalizagao € analitica ou relacionada a teoria.

Para Coutinho (2014), a consisténcia é a capacidade de replicar o estudo, o que é
possivel se os instrumentos de pesquisa forem "neutros”, ou seja, aplicados outra vez
produzem os mesmos resultados. Na pesquisa qualitativa este tipo de replicabilidade
é impossivel de conseguir fruto da flexibilidade do desenho, da constante interacéo
entre investigador e participantes que levam a que os resultados sejam "irrepetiveis".
Deste modo, nos estudos qualitativos a questdo da consisténcia pode ser enunciada
da seguinte forma: "Se outra pessoa fizesse 0 mesmo estudo, obteria os mesmos
resultados e chegaria as mesmas conclusdes a que chegou o investigador?".
Portanto, traduz-se na obtencdo dos mesmos resultados e conclusbées de um mesmo
estudo, mas com participantes diferentes. No paradigma quantitativo o conceito
equivalente é o de fiabilidade.

Segundo Lincoln & Guba (1991), aplicabilidade ou confirmabilidade é a capacidade
de outros investigadores confirmarem as constru¢des do investigador. No paradigma
quantitativo o conceito equivalente é o de objetividade.

Tendo em conta a natureza do problema em estudo e as questdes de investigagao,
optamos por uma metodologia qualitativa de natureza interpretativa. Esta metodologia
mostra-se como a op¢ao mais adequada por permitir caraterizar com profundidade os
desempenhos dos alunos em diferentes etapas da lecionacao da unidade curricular
Matematica I. A analise, de natureza interpretativa, dos dados recolhidos consiste no
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processo de busca e organizagao sistematica de material documental, respostas a
questionarios, bem como transcricbes de entrevistas. Procuramos, tendo em conta
Merriam (1988), analisar os dados a trés niveis: (1) organizagédo dos dados recolhidos;
(2) estabelecimento de categorias; (3) clarificagdo do significado dos dados e da sua
influéncia na compreensao do fenbmeno em estudo.

2.2 Estrutura (design) da investigagao
2.2.1 Problema

Tomamos como problema o objetivo geral da investigagdo: “Como interpretar
fendmenos observados na aprendizagem do Calculo a luz das teorias APOS e da
Reificagdo, ambas da Educagdo Matematica?”. Deste modo, destacamos dois focos
de incidéncia da investigacao: o papel de conhecimentos prévios na aprendizagem de
conceitos do Calculo; carateristicas das aprendizagens realizadas pelos alunos no
estudo de topicos de Calculo.

2.2.2 Amostra

Para Bravo, citada por Coutinho (2014), seis modalidades de amostragem intencional
podem integrar um estudo de caso: amostras extremas; amostras de casos tipicos ou
especiais; amostras de variagdo maxima, adaptadas a diferentes condi¢des; amostras
de casos criticos; amostras de casos sensiveis ou politicamente importantes;
amostras de conveniéncia.

Claro esta que no estudo qualitativo a técnica de amostragem € n&o probabilistica e
orientada por intencionalidade, este estudo nao foi excecao. Aqui, utilizamos a
modalidade de amostras de conveniéncia. Com o objetivo de reunir casos de
aprendizagem em situagdo normal de aprendizagem, em situagao de melhor
preparagao para a aprendizagem de conceitos do Calculo, estabelecemos alguns
critérios que se encontram nos instrumentos de recolha de dados. Desta maneira,
evitamos trazer para este estudo abordagens sobre a normalizagdo da situacéo de
aprendizagem dos alunos e direcionamos o nosso foco para a sua aprendizagem.

Sao fatores que desencadeiam mecanismos de normalizacdo da situacdo de
aprendizagem o atraso escolar, o curso frequentado antes, para o caso no ensino
secundario, o tempo de paragem nos estudos, a condi¢do laboral do aluno, o tempo
disponivel para os estudos, entre outros. Nao queremos com isso dizer que aos alunos
do primeiro ano do curso de Contabilidade e Gestdo — alunos estudados — nao é
permitido o exercicio de alguma atividade extraescolar, ndo é permitido o atraso
escolar, entre outras situagdes, ndo, ndo se trata disso. Trata-se de reunir requisitos
minimos que permitam desenvolver a sua aprendizagem com influéncia reduzida de
fatores externos a si.

O trabalho de campo, incluindo a recolha de dados, foi feito ao longo do ano letivo3?
2016. O ano 2015 foi preparatério, portanto, de interacdo prévia com a instituicao e,

32 Os anos letivos no Subsistema do Ensino Superior em Angola comegam no més de margo e terminam no de
novembro.
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em particular com a professora de Matematica |I. O ano letivo 2016 foi de recolha
efetiva de dados principalmente ao longo do primeiro semestre, periodo em que se
lecionou a unidade curricular. Foram elaborados e aplicados dois questionarios,
nomeadamente (1) questionario de caraterizagdo dos alunos, (2) questionario de
caraterizagado da estrutura cognitiva dos alunos. O 1.° questionario foi de aplicagéo
mais abrangente, pois foi aplicado aos 160 alunos constituintes da populagdo do
nosso estudo. Felizmente, por serem alunos de duas turmas, matinal e noturna,
controladas pela mesma professora e na mesma instituicdo de formagao, o retorno
dos questionarios preenchidos foi de 97%. Os alunos receberam-no como atividade a
desenvolver nos dois primeiros dias de aula e apresentaram-no no segundo e no
terceiro dias de aula, 140 no segundo dia de aula e 15 no terceiro dia. Apesar de se
pedir os nomes dos participantes nos questionarios, ao serem aplicados, sempre se
frisou que a confidencialidade dos dados recolhidos estava garantida.

Selecionamos 10 alunos que nao tinham atraso escolar, que frequentaram o curso de
Ciéncias Fisicas e Bioldgicas no Ensino Secundario, sem paragem nos estudos do
Ensino Secundario para o Ensino Superior, que nao trabalhavam e que tinham
disponibilidade para se dedicar aos estudos em horario extraescolar. Portanto, os
alunos em melhores condi¢gbes de aprendizagem nos critérios considerados para a
selecdo da amostra. O questionario de caraterizagao da estrutura cognitiva dos alunos
(Apéndice 3) foi aplicado aos 10 alunos selecionados, no quarto dia de aula, a margem
da aula, em ambiente vigiado, durante quatro tempos, com tolerancia de um tempo,
conforme solicitacdo dos alunos. Com os dados obtidos da aplicagdo deste
instrumento analisou-se, a luz das teorias APOS e da Reificagdo, os niveis de
compreensdo e de desempenho dos alunos no inicio do Ensino Superior. Por
conveniéncia de estudo — conveniéncia assente na necessidade de estudarmos o
nivel de compreensao de conceitos a nivel do Ensino Superior —, para a fase seguinte
(andlise as provas parcelares) da investigagao selecionamos os trés alunos com
niveis de compreensio de conceitos e com desempenho predominantemente a nivel
de processo ou de objeto. Esta selecgéo criterial de trés alunos permitiu-nos responder
a segunda questéo de investigacéo, o que se fez, em grande parte, por via dos seus
desempenhos nas provas parcelares. A primeira prova parcelar foi aplicada na sexta
semana de aula e a segunda na décima segunda semana de aula.

2.2.3 Palavras-chave

Para esta investigacédo, destaca-se as seguintes palavras-chave: Calculo, Funcgao,
Calculo diferencial, Calculo integral, Aprendizagem do Calculo, Conceitos do Calculo.

Célculo: trata-se de uma area da Matematica, desenvolvida a partir da Algebra e da
Geometria, cujo objeto de estudo séo taxas de variagdo de grandezas e a acumulagéo
de quantidades, geralmente através de fungdes. O Calculo € empregue no estudo de
movimento ou de crescimento em situagées em que forgas variaveis agem produzindo
aceleragdo. Como exemplos de variagao de grandezas temos a variagao da inclinagéao
de uma curva, a variagado da velocidade de um ponto de um corpo, a variagao de
precos de um bem ou de um servigco, entre outros. Como exemplo da acumulagao de
grandezas temos a area debaixo de uma curva, o volume de um sdlido, o calculo de
trabalho como grandeza fisica, entre outros exemplos.

Funcao: é o objeto de estudo do Calculo.
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Calculo Diferencial: é a subarea do Calculo que lida especificamente com o
estudo de taxas de variagdo de grandezas.

Calculo Integral: € a subarea do Calculo que lida especificamente com o estudo
de acumulacao de quantidades.

Aprendizagem do Célculo: € um assunto que tem merecido muitas abordagens
dentro da Educacdo Matematica. Para tal, teorias foram desenvolvidas e continuam a
ser desenvolvidas para maior e melhor compreensao deste fenomeno.

Conceitos de Calculo. Para efeitos deste estudo sao considerados os conceitos
de fungao, derivada de uma fungao e integral de uma fungao.

2.2.4 Instrumentos e técnicas de recolha de dados

As inquietagdes acumuladas pelo investigador através da sua experiéncia profissional,
as inquietagbes surgidas ao longo da revisdo de literatura, bem como aquelas
consequentes do intercambio com os seus pares serviram de base para a elaboragao
de instrumentos de investigacao que, certamente, a partir duma dimensé&o qualitativa,
permitiram obter novos factos. Tais factos antes de serem tomados como tais foram
submetidos a apreciagéo de alunos, de docentes e de pares do investigador que, por
uma questao de validagao, tiveram algo a dizer sobre as conclusdes tiradas a seu
respeito.

O foco da investigagao sao pessoas, objectos e acontecimentos. Os tipos de dados
com que liddmos sao descricdes, opinides, analises, pontuagdes, medi¢des, entre
outros. As fontes de dados s&o os participantes, processos, contextos, objetos,
registos e documentos. A recolha de dados foi feita através de notagdes, descrigdes,
analises e inquéritos. Os instrumentos considerados para a recolha de dados estao
subdivididos em trés grupos questionarios, grelhas de observacéo e entrevistas.

Questionarios

Para Marconi e Lakatos (2003), o questionario € um instrumento de recolha de dados,
constituido por uma série ordenada de perguntas, que devem ser respondidas por
escrito e sem a presenca do entrevistador. De uma maneira geral, o investigador envia
o questionario ao informante por correio ou por um portador. Depois de preenchido, o
informante devolve pela mesma via. Anexo ao questionario ou dentro dele como parte
introdutdria, deve-se fazer constar uma nota explicando a natureza da investigagao, a
sua importancia, bem como a necessidade de se obter respostas. Desta maneira,
desperta-se o interesse do recetor de tal forma que se dedique no preenchimento do
questionario e o devolva em tempo util. De uma maneira geral, a percentagem de
questionarios preenchidos e devolvidos € baixa. Segundo as autoras o questionario
tem as seguintes vantagens:

a) Economiza tempo, viagens e obtem grande numero de dados;

Atinge maior numero de pessoas simultaneamente;

Abrange uma area geografica mais ampla;

Economiza pessoal, tanto em adestramento quanto em trabalho de campo;
Obtém respostas mais rapidas e mais precisas;

f) Ha maior liberdade nas respostas, em razdo do anonimato;
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g) Ha mais seguranca, pelo facto de as respostas nao serem identificadas;
h) Ha menos risco de distor¢do, pela néo influéncia do pesquisador;
Ha mais tempo para responder em hora mais favoravel;

Ha mais uniformidade na avaliagdo, em virtude da natureza impessoal do
instrumento;

k) Obtém respostas que materialmente seriam impossiveis.
E desvantagens:
a) Percentagem pequena dos questionarios que voltam;

b) Grande numero de perguntas sem resposta;

c) N&o pode ser aplicado a pessoas analfabetas;

d) Impossibilidade de ajudar o informante em questdes mal compreendidas;

e) A dificuldade de compreensdo, por parte dos informantes, leva a uma

uniformidade aparente;

f) Na leitura de todas as perguntas, antes de respondé-las, pode uma questao
influenciar a outra;

g) A devolugéo tardia prejudica o calendario ou sua utilizaggo;

h) O desconhecimento das circunstancias em que foram preenchidos torna dificil
o controlo e a verificagao;

i) Nem sempre é o escolhido quem responde ao questionario, invalidando,
portanto, as questodes;

j) Exige um universo mais homogéneo.

Ao se elaborar deve-se ter cuidado na selecdo das questdes, pois as respostas as
mesmas devem permitir obter informagdes validas tendo em conta os objetivos do
estudo. Em termos de extensao e de finalidade, o questionario deve ser limitado. Deve
ser adequado ao publico alvo de tal forma que o cative para responder e dele recolha
informacéo de interesse para o estudo. Deve ter também em conta a possibilidade de
tratamento da informacao dele obtida. O aspeto material e estético deve ser tido
também em conta, nomeadamente o tamanho, a facilidade de manipulacéo, area
suficiente para respostas, disposi¢cao e ordem dos itens, entre outros.

Grelhas de observacgao e entrevistas

Para Marconi e Lakatos (2003, p. 195) a entrevista € um encontro entre duas pessoas,
a fim de que uma delas obtenha informacdes a respeito de determinado assunto,
mediante uma conversacéo de natureza profissional. E um procedimento utilizado na
investigacdo social, para recolha de dados ou para ajudar no diagndstico ou no
tratamento de um problema social. As autoras, citando Selltiz (1965) apresentam seis
tipos de objetivos das entrevistas:

» Averiguagao de fatos. Descobrir se as pessoas que estdo em posse de certas
informacdes sao capazes de compreendé-las;

* Determinacao das opinides sobre factos. Conhecer o que as pessoas pensam
ou acreditam que os fatos sejam;

64



Determinacgao dos sentimentos. Compreender a conduta de alguém através de
seus sentimentos e anseios;

Descoberta de plano de acéo. Descobrir, por meio das definicdes individuais
dadas, qual a conduta adequada em determinadas situagaoes, a fim de prever
qual seria a sua. Aqui ha que considerar dois componentes: (1) os padroes
eticos do que deveria ter sido feito e (2) consideragdes praticas do que é
possivel fazer;

Conduta atual ou do passado. Inferir que conduta a pessoa tera no futuro,
conhecendo a maneira pela qual ela se comportou no passado ou se comporta
no presente, em determinadas situacoes.

Motivos conscientes para opinides, sentimentos, sistemas de condutas.
Descobrir quais fatores podem influenciar as opinides, sentimentos e conduta
€ por qué.

Com base na contribuigdo de varios autores, as autoras consideram os seguintes tipos
de entrevistas:

a)

c)

Padronizada ou estruturada. Trata-se da entrevista em que o entrevistador
segue um roteiro previamente estabelecido. As perguntas feitas ao individiuo
sao predeterminadas. Realiza-se de acordo com um formulario elaborado e é
efetuada preferencialmente com um grupo de pessoas selecionadas de acordo
com um plano. Com a padronizagdo procura-se tornar as respostas
comparaveis. O pesquisador ndo pode adaptar as perguntas, ndo pode fazer
outras perguntas, nem alterar a ordem dos topicos;

Despadronizada ou nio estruturada. Neste tipo de entrevista o entrevistador
tem a liberdade de desenvolver cada situacdo em qualquer direcido conforme
julgar melhor. As perguntas sao abertas, podendo ser respondidas dentro de
uma conversa informal. A entrevista ndo estruturada pode ser focalizada,
clinica ou néao dirigida.

Entrevista focalizada: nela ha um roteiro de topicos relativos ao problema que
se vai estudar, tendo o entrevistador a liberdade de fazer as perguntas que
quiser e conforme melhor entender fazer. Com esta liberdade, o entrevistador
tem a oportunidade de sondar razdes e motivos, bem como dar esclarecimentos
prévios e posteriores as respostas.

Entrevista clinica: visa estudar os motivos, os sentimentos e a conduta das
pessoas. Uma série de perguntas especificas podem ser organizadas para este
tipo de entrevista.

Entrevista ndo dirigida: o entrevistado tem liberdade total, podendo expressar
suas opinides e seus sentimentos. O entrevistador passa a ter o papel de
incentivador, fazendo com que o entrevistado fale sobre determinado assunto,
sem precisar de forga-lo a responder.

Painel. Visando estudar a evolugdo das opinides, consiste em repetir
perguntas, com intervalos de tempo, as mesmas pessoas. As perguntas devem
ser formuladas de maneira diversificada.

Vantagens e desvantagens da entrevista

Vantagens:
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* Pode ser utilizada com todos os segmentos da populagdo: analfabetos ou
alfabetizados;

* Fornece uma amostragem muito melhor da populagao geral: o entrevistado nao
precisa de saber ler ou escrever.

+ Ha maior flexibilidade, podendo o entrevistador repetir ou esclarecer perguntas,
formular de maneira diferente, fazer esclarecimentos, garantindo, assim, a
compreensao;

* Oferece maior oportunidade para avaliar atitudes, condutas, podendo o
entrevistado ser observado naquilo que diz e como diz: registo de reagdes,
gestos, etc;

» Da oportunidade para a obtencao de dados que néo se encontram em fontes
documentais e que sejam relevantes e significativos;

* Ha possibilidade de se conseguir informagdes mais precisas, podendo ser
comprovadas, de imediato, as discordancias;

* Permite que os dados sejam quantificados e submetidos a tratamento
estatistico.

Desvantagens:
» Dificuldade de expressao e comunicagao de ambas as partes;

* Impreensao, por parte do informante, do significado das perguntas, da
pesquisa, que pode levar a uma falsa interpretacao;

* Possibiidade de o entrevistado ser influenciado, consciente ou
inconscientemente, pelo questionador, pelo seu aspecto fisico, suas atitudes,
ideias, opinides, etc.;

+ Disposigao do entrevistado em dar as informagdes necessarias;

* Retencao de alguns dados importantes, receando que a sua identidade seja
revelada;

* Pequeno grau de controlo sobre a situagao de recolha de dados;
* Ocupa muito tempo e ¢é dificil de ser realizada.

A superagdo ou minimizagdo das desvantagens depende em grande parte da
experiéncia do investigador.

Embora tenham decorridos outros didlogos informais, consideramos um total de duas
entrevistas. As mesmas tiveram como objetivo averiguar factos resultantes de
analises previamente feitas a respostas a questionarios. Deste modo, revelou-se mais
adequado o tipo de entrevista despadronizada ou nao estruturada, dando liberdade
aos entrevistados de falar sobre determinado assunto. O entrevistador foi incentivando
e direcionando os entrevistados a se debrucar sobre os aspetos em que mais carecia
de informacdo e, deste modo, foi consolidando ou descartando informacgdes
previamente recolhidas.

2.2.4.1 Questionario de caraterizagao dos alunos

Enquanto investigadores tomamos contacto com alunos até entdo desconhecidos. Era
necessario selecionar com algum critério aqueles que garantissem mais qualidade a
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nossa investigacao, aqueles que sofressem menos influéncia de fatores alheios a sua
aprendizagem, aqueles que, por assim dizer, estivessem a desenvolver a sua
aprendizagem num ambiente de normalidade. Nesta conformidade, submetemos
todos os alunos do primeiro ano do curso de Contabilidade e Gestao, periodos regular
e pos-laboral, ao presente instrumento de recolha de dados. Com este instrumento
procuramos fazer uma caraterizagdo genérica dos alunos, servindo de base para a
selecao dos que passariam para as etapas seguintes da investigagao.

Este instrumento foi aplicado nos primeiros dias de contacto com os alunos, foi de
grande valor, pois, com a entrevista de caraterizagdo dos alunos (Apéndice 2),
permitiu selecionar a amostra com que se trabalhou ao longo do estudo. Dos cursos
identificados a nivel secundario, o de Ciéncias Fisicas e Biolégicas é dos que
curricularmente apresenta melhor nivel de preparacao para o Calculo, além disso,
entre os seus formados encontramos um maior numero de alunos que ingressaram
no Ensino Superior sem interromperem os seus estudos e um maior numero de alunos
que estuda e nao trabalha. Deste modo, os 10 alunos aos quais se aplicou o
questionario de caraterizagdo da estrutura cognitiva dos alunos (Apéndice 3) foram
selecionados do curso de Ciéncias Fisicas e Bioldgicas.

O questionario (Apéndice 1) € composto por 14 questdes. A primeira, “1. Curso que
frequentou:”, € uma de escolha uUnica — salvo em casos em que o aluno tivesse
frequentado dois ou mais cursos secundarios que tornaria a questdo de multipla
escolha, o que nao se verificou nesta investigacdo — com 10 opg¢des, sendo a décima
aberta para o caso de nenhuma das 9 anteriores corresponderem a resposta do aluno.
Sabendo do curso frequentado no Ensino Secundario facilmente nos apercebemos
dos conteudos de Matematica possivelmente abordados pelos alunos, o que,
claramente, facilita a identificacdo dos conteudos que os alunos deverdo dominar. Os
dados aqui ja sao recolhidos de maneira categorizados pela area de formagéao dos
alunos. Nao sendo ordenaveis nem sendo possivel realizar qualquer operagao
aritmética sobre os mesmos, encontram-se no nivel de medida nominal.

Sabemos da influéncia que tem o tempo que um aluno fica sem frequentar as aulas
na perda e ou na inconsisténcia dos seus conhecimentos e das suas habilidades.
Assim, a segunda questao, “2. Quantos anos letivos ficou sem estudar Matematica
antes de ingressar no Ensino Superior?”, permitiu-nos ter um quadro do tempo sem
pratica na aprendizagem da Matematica de todos os alunos das turmas do primeiro
ano do curso de Contabilidade e Gestao nos dois periodos, regular e pos-laboral. Com
esta informacao foi possivel identificar os alunos que, em fungdo do tempo de
paragem dos seus estudos, perderam menos conhecimentos ou tiveram-nos menos
consistentes, o que contribuiu bastante na sele¢ao da amostra.

Nas questdes trés, quatro e cinco — “3. Em média, durante quantas horas estuda em
casa por dia?”, “4. Em que consiste a sua metodologia de aprendizagem?” e “5. Qual
€ a bibliografia (livros, videos, sitios da Internet, etc.) de apoio a cadeira que utiliza?”
— procuramos entender a maneira como os alunos organizam e desenvolvem a sua
aprendizagem dentro e fora da sala de aula. Procurdmos buscar que percepgao os
mesmos tém sobre o processo de aprendizagem, o que consideravam essencial, o
que consideravam acessorio, 0 que consideravam importante, o que consideravam
sem importancia, o que consideravam necessario, 0 que consideravam
desnecessario, o que consideravam urgente, o que consideravam secundario, como
concebiam a sua hierarquia de prioridades, entre outros aspetos.
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As trés questdes, que também foram abordadas e aprofundadas na entrevista de
caraterizacao dos alunos, permitiram confrontar as concepg¢des dos alunos com aquilo
que se encontra previsto no programa da unidade curricular, bem como no plano
curricular do curso. Mais precisamente, permitiu confrontar o peso que a unidade
curricular tem em termos de tempo no curriculo com o tempo dedicado pelos alunos
ao seu estudo. Permitiu confrontar a metodologia de ensino e de aprendizagem com
a metodologia considerada e desenvolvida pelos alunos. Permitiu confrontar a
bibliografia prevista no programa da disciplina com a bibliografia considerada e
utilizada pelos alunos nos seus processos de aprendizagem.

As confrontagdes despertaram nos alunos pormenores que eles descoravam nos seus
processos de aprendizagem e, consequentemente, remeteu-os a introspegdes que
tiveram influéncia nos seus relacionamentos intrapessoal e interpessoal, tiveram
influéncia na capacidade de distinguir duas formas de encarar a aprendizagem —
como um ato ou um conjunto de atos isolados e como um processo — tiveram
influéncia na forma como passaram a conceber e desenvolver 0s seus processos de
aprendizagem e, consequentemente, na capacidade de construgdo e absorgdo de
conceitos matematicos.

Na sexta questao, “6. Que conhecimento dos seguintes temas, numa escala de 1 a 5,
tem para a frequéncia do curso? ...”, procuramos saber que consciéncia os alunos
tinham da sua estrutura mental no que o conhecimento sobre fungdes, derivacao e
integracao diz respeito. E um exercicio inicial e individual de reflexao sobre o grau de
conhecimento dos conceitos em estudo cujas respostas foram consolidadas e
enriquecidas ao longo da aplicagdo de outros instrumentos de coleta de dados. A
escala disponivel para a resposta, a de Likert, permitiu-nos obter uma autoavaliagao
dos alunos em 1, 2, 3, 4 e 5, respetivamente, mau, mediocre, suficiente, bom e muito
bom. As respostas permitiram ter uma nogéo inicial do nivel de partida dos alunos.

Na sétima questado, “7. Que importancia a matematica tem para si?”, procuramos
buscar a opinido pessoal dos alunos, procuramos que, longe da obrigatoriedade de
cumprir com uma grelha curricular, de cumprir um programa de estudos, de cumprir
um horario, os alunos nos apresentassem a importancia que atribuem a Matematica.
Do ponto de vista pessoal, permitiu-nos saber, dentro de uma escala que vai de
aversao a um grande gosto, até que ponto os alunos gostavam da Matematica. As
respostas também contribuiram para a sele¢cao dos 10 alunos com os quais se
trabalhou com mais profundidade.

Com a oitava questado, “8. Que importancia tem a Matematica para o seu curso?”,
procuramos identificar como os alunos veem a inclusdo da unidade curricular
“Matematica I” no plano curricular do curso de Contabilidade e Gestao, se é de facto
uma necessidade ou se € um estorvo. Nao se esperava aqui uma resposta bastante
elaborada da parte dos alunos, mas sim até que ponto os mesmos reconheciam a
necessidade da unidade curricular no seu curso. As inclinacdes das respostas dos
alunos revelaram o potencial nivel de interesse destes na aprendizagem da unidade
curricular e, desta maneira, contribuiu para a escolha dos 10 alunos com os quais se
aprofundou a investigacao.

Nas questdes 9, 10 e 11 — “9. Trabalha? ...”, “10. Em qué que trabalha?” e “11. Que
importancia tem a Matematica para o seu trabalho?” — quisemos averiguar a
influéncia de outras ocupagdes na organizacédo e desenvolvimento da aprendizagem
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dos alunos, bem como a utilidade, direta ou indireta, dos conteludos de Matematica |
no desenvolvimento das suas atividades.

Na questao 12, “12. De 0 a 10 escolha um numero que melhor represente o seu gosto
pela Matematica...”, retomamos, de alguma forma, a questéo sete. Isto foi propositado
no sentido de consolidar as respostas dadas a questao 7.

Com a questdo 13, “13. Em que propor¢ao (em percentagem) os seguintes fatores
influenciam o seu aproveitamento em Matematica? ...”, depois das varias questdes
colocadas, julgamos que fosse uma oportunidade de os alunos apresentarem de
forma sintética e agregada as respostas que foram dadas anteriormente. Foi uma
oportunidade de os alunos apresentarem a posicao relativa de cada um dos fatores
considerados como influentes no seu processo de aprendizagem.

Na questédo 14, “14. Se tem a percegao de que ficou algo por dizer, tenha a bondade
de servir-se das linhas seguintes para descrever:”, pretendemos explorar dos alunos
informagdes que estes julgassem uteis, mas que nos tivessem escapado.

2.2.4.2 Guiao da entrevista de caraterizagao dos alunos

Pretendemos obter dados e informag¢des mais pormenorizados da caraterizagao
genérica dos alunos, obtivemos os seus pontos de vista sobre as suas praticas.
Pretendemos também verificar informacgdes recolhidas tanto pelas observagdes como
pela aplicagdo dos questionarios. O grupo alvo foi o de 20 alunos pré-selecionados
por via das observacgoes feitas e dos questionarios aplicados.

Tratou-se de entrevistas semiestruturadas, atendendo a necessidade que houve de
se comparar os dados e informacdes recolhidos dos diferentes alunos. A partida era
estruturada, pois teve como guido o questionario anteriormente aplicado, por outro
lado, tornou-se semi-estruturada devido a necessidade que o investigador tinha de
apresentar as mesmas questdes de maneira diferente ou de aprofunda-las para
melhor apurar a informagéao obtida.

Esta entrevista (Apéndice 2), feita individualmente a 20 alunos, foi feita cerca de uma
semana depois de se aplicar o questionario de caraterizagao dos alunos, instrumento
que serviu de base. O mesmo permitiu selecionar os 10 alunos com os quais se deu
sequéncia ao estudo. Com as entrevistas procurou-se:

» Esclarecer duvidas das respostas ao questionario;
* Dar consisténcia as respostas;
» Validar as respostas, aproximar o declarado a realidade;
+ Conformar algumas expressdes aparentemente desenquadradas;
* Conhecer melhor os alunos pré-selecionados;
* Proporcionar condi¢cdes para a sele¢cao da amostra criterial.
2.2.4.3 Questionario de caraterizacao da estrutura cognitiva dos alunos

Retomemos o conceito apresentado por Piaget. Segundo Piaget (1974) estruturas
cognitivas sdo padrbes de agao fisica e mental subjacentes a atos especificos de
inteligéncia e correspondem a estagios do desenvolvimento infantil. Para efeitos desta
tese, consideramos a estrutura cognitiva para além dos estagios de desenvolvimento
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infantil, atendendo que para além desta etapa da vida ha aprendizagem e,
consequentemente, construgao e reconstrugdo de conceitos.

Pretendemos fazer uma caraterizagao da estrutura cognitiva dos alunos. Na verdade,
trata-se da compilagdo de exercicios e problemas de diagnostico dados aos alunos
na introducdo de trés conceitos: fungdo, derivagdo e integragcdo. Os exercicios e
problemas selecionados e reunidos no questionario proporcionam-nos bases sobre as
estruturas e mecanismos mentais dos alunos. Os trés conceitos serviram de base para
dividir o questionario em trés partes correspondentes a cada um deles. Gragas aos
dados e informacbes recolhidas tanto no questionario como na entrevista de
caraterizagéo dos alunos, aqui ja trabalhamos com um grupo mais reduzido de alunos,
trabalhamos com 10 deles.

Para garantir a fiabilidade dos dados recolhidos com a aplicagdo do
questionario, o mesmo foi corrigido pelo investigador e submetido a apreciagao de
mais dois professores de Analise Matematica. Para garantir a validade dos resultados
obtidos, as analises feitas pelo investigador foram submetidas a apreciagao de mais
dois professores de Analise Matematica. O questionario abrangeu todos os topicos
necessarios para a frequéncia da unidade curricular Matematica |, com graus de
dificuldade variados, do simples ao complexo, garantindo assim a sensibilidade do
instrumento, ou seja, a possibilidade que o mesmo teve de revelar diferengas nas
aptidées dos alunos. O questionario foi claro e aplicado num tempo razoavel para a
usabilidade do mesmo.

Segundo Coutinho (2014), indice de dificuldade é a propor¢cédo de sujeitos que
respondem corretamente a um item e calcula-se dividindo o numero de respostas
corretas pelo numero total de sujeitos avaliados, dando uma relagao inversa, isto &,
quanto maior o valor do indice de dificuldade mais facil € a questao. Os resultados
possiveis situam-se no intervalo fechado de 0 a 1, onde O significa que ninguém
responde corretamente e 1 significa que todos respondem corretamente. O valor de
0,5 é o que maior dispersao das respostas indica.

Em todos os topicos tivemos questdes muito faceis, de que se espera um indice de
dificuldade baixo, questdes medianas, das quais se espera um indice de dificuldade
equilibrado, e questdes muito dificeis, das quais se espera um indice de dificuldade
alto.

O questionario de caraterizagdo da estrutura cognitiva dos alunos (Apéndice 3) foi
aplicado cerca de uma semana depois de se fazer a entrevista de caraterizagdo dos
alunos.

Na primeira parte do questionario, Fung¢des, comegamos por perguntar aos alunos o
que entendiam por fungdo, onde os alunos tiveram a oportunidade de apresentar todo
o entendimento que tinham sobre fungdo sem, no entanto, proceder uma consulta,
mas sim usando palavras suas. E o seu entendimento que pedimos e ndo uma
reproducao de uma defini¢do, o que, apesar de ideal, ndo seria algo necessariamente
vindo deles.

Na segunda e terceira questdes procuramos, a nivel operacional, o entendimento dos
alunos sobre fungdo. Depois de recolher deles o conceito, quisemos vé-lo revelado na
pratica. Ambas questdes permitiram comecar a entender as estruturas mentais dos
alunos, bem como comegar a compreender como tais estruturas evoluiam de uma
para outra.
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Nas questdes quatro, cinco e seis procuramos, a nivel de objeto, o entendimento dos
alunos sobre fungdo. Um dos segmentos do estudo de fun¢des que mais revela e tem
sido utilizado para revelar tal entendimento € a composigao de fungdes. Assim, nas
trés questdes em analise procuramos, de perspetivas diferentes — analitica, grafica e
tabular —, explorar o entendimento dos alunos sobre a composigcao de fungdes.

Nas questdes de sete a 10 procuramos gradualmente a varios niveis — de acgéo, de
processo e de objeto — o entendimento dos alunos sobre derivagao, resolugao de
exercicios, de problemas e sua aplicagdo. Deste modo, as questbes foram
apresentadas de perspetivas diferentes e com varios graus de dificuldade.

Nas questdes de 11 a 13 procuramos, com um grau de dificuldade crescente, pelo
entendimento dos alunos em questdes que se prendem com a integragao de fungdes,
resolucao de exercicios, de problemas e sua aplicagao.

Os instrumentos Avaliagdo do Conceito de Calculo (ACP) e Prontidao do Conceito de
Calculo (PCC) nao foram adotados como tal neste estudo. Atendendo a flexibilidade
prevista pelos seus autores, fez-se uma combinagao dos mesmos com outros fatores,
nomeadamente o curriculo (programa) da unidade curricular Matematica |, a
necessidade de se obter respostas que melhor permitam estudar o desempenho dos
alunos, bem como a atividade da professora no que diz respeito ao diagndstico do
nivel dos seus alunos. Como resultado, o questionario de caraterizagao da estrutura
cognitiva dos alunos (Apéndice 3) tem menos questdes do que as previstas no PCC
e tem questdes abertas, permitindo maior e melhor descricdo do desempenho dos
alunos.

2.2.4.4 Guiao da entrevista de caraterizagao da estrutura cognitiva dos alunos

Quizemos obter dados e informagdes mais pormenorizados sobre a estrutura
cognitiva dos alunos. Os mesmos tiveram a oportunidade de pronunciar-se sobre o
seu desempenho na resposta ao questionario sobre a sua estrutura cognitiva.
Pudemos também verificar as informacdes recolhidas a partir de outras fontes,
nomeadamente a partir de observacdes e a partir do questionario sobre a estrutura
cognitiva dos alunos. O grupo alvo foi o de 10 alunos pré-selecionados por via das
observacgoes feitas e dos questionarios aplicados.

Tratou-se de entrevistas nao estruturadas, atendendo a necessidade que houve de se
comparar os dados e informacdes recolhidos dos diferentes alunos. Assim foi por
permitir um maior a vontade ao entrevistador em lidar com as questdes que foram
surgindo ao longo da entrevista, permitiu, no momento da entrevista, dar profundidade
a aspetos que foram surgindo. A entrevista teve como referéncia na sua condugao o
questionario de caraterizagdo da estrutura cognitiva dos alunos. O entrevistador
apresentou ndo sequencialmente e, em fungéo das necessidades, algumas questdes
sob varias maneiras aos alunos.

Esta entrevista (Apéndice 5), feita individualmente a 10 alunos, foi feita cerca de uma
semana depois de se aplicar o questionario de caraterizagado da estrutura cognitiva
dos alunos, instrumento que serviu de base. O mesmo permitiu entender melhor o
porqué do desempenho dos alunos no questionario. Esclareceu-se duvidas das
respostas ao questionario, deu-se consisténcia as respostas dadas pelos alunos,
verificou-se e consolidou-se respostas, pode-se perceber melhor o que se quis dizer
com algumas respostas e conheceu-se melhor os alunos pré-selecionados. Para além
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da entrevista, o didlogo com os alunos continuou nas semanas seguintes sempre que
se julgou necessario.

2.2.4.5 Grelha de observagoes feitas ao longo de aulas

Este instrumento (Apéndice 6) permitiu-nos observar as competéncias que os alunos
adquiriram ao longo das aulas. Permitiu-nos acompanhar in loco o desenvolvimento
das atividades e, consequentemente, fazer descricbes da mesma. Permitiu-nos
acompanhar o encontro das expetativas dos alunos com a realidade nas abordagens
dos conteudos matematicos.

Quanto as notas de campo registadas na grelha de observacao, trata-se de um
instrumento para a tomada de notas descritivas, bem como reflexivas. As primeiras
tém a ver com descricdes bastante precisas e minuciosas do ambiente envolvente, da
aparéncia fisica dos participantes, suas expressdes faciais, expressdes verbais,
enfim, suas posturas. Trata-se de reducdo a texto de todo o cenario de interesse para
o estudo sem interpretacdo do observador. As segundas notas, as reflexivas, sédo
aquelas tomadas através da interpretacdo do observador. Envolvem, portanto,
expressoes de sentimento, interpretacdes, ideias, percecdes, entendimentos,
compreensdes e conclusdes que o observador vai formando ao longo da sua
observacado. Apesar de ser um exercicio dificil, procuramos, na utilizacdo deste
instrumento, distinguir os dados e informacgdes com reflexao e analise do investigador.

No que diz respeito ao observador, importa também referir que das duas modalidades
de interacdo com os participantes — observador participante e observador nao
participante —, optamos pela de observador participante. Nestas circunstancias,
desde o primeiro momento os alunos sao informados que estao sob observacio e o
que se pretende, o que, a partida, pode alterar o seu comportamento, mas, depois de
algum tempo e depois de se mostrar na pratica o que se pretende, consegue-se que
os alunos retomem o seu comportamento natural.

As anotacbes, tanto descritivas como reflexivas, foram feitas ao longo de todas as
aulas observadas. Como se pode facilmente imaginar, ndo é possivel numa so6 aula
observar as diversas perspetivas em consideracdo. Assim, importa dizer que tivemos
que nos fazer acompanhar de um caderno de observagdes — conjunto de grelhas de
observacdo — que nos permitiu ir compondo as diversas perspetivas de observacao
de cada ente observado. Procuramos, tanto quanto pudemos, tomar as notas de
maneira discreta sem deixar transparecer para os alunos que eram reag¢des ao que
observavamos. Procuramos ndo estar aparentemente sincronizados com as suas
expressdes, fossem elas de qualquer tipo, fossem elas de qualquer grau de
itensidade. Sobre a discricdo do observador, importa também referir que, salvo raras
excecgoes alheias a sua vontade, foi sempre o primeiro a se fazer presente na sala de
aula e dos ultimos a abandona-la.

Este foi um instrumento de recolha de dados de uso permanente.
2.2.5 Etapas da investigacao
Revisao de literatura
A revisao de literatura foi feita sob as seguintes vertentes:
+ Teorias de investigacdo em Educacdo Matematica;
* Antecedentes do tema;
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* Metodologia de investigacao cientifica;
+ Contexto no qual se desenvolveu o estudo.

Elaboragao de instrumentos (questionarios, guides de entrevista e grelhas
de observagao)

Aplicacao de instrumentos
Redacao do relatério

A redacao da presente tese foi feita ao longo do periodo de tempo que vai de 2013 a
2017. Foifeita ao longo destes cinco anos civis com inicio, noutros termos, no segundo
semestre do primeiro ano (2012/2013) de frequéncia do curso de doutoramento em
Didatica da Matematica e fim no segundo semestre do quinto ano (2016/2017) de
frequéncia do mesmo curso. E um processo que antecedeu o trabalho de campo de
investigacéo e sucedeu o mesmo trabalho.

Ao longo da redacao desta tese, procuramos em cada palavra, cada frase e cada
paragrafo alcancar os objetivos especificos adotados na investigagdo. Para tal,
procuramos factos prévios a nossa investigacdo, apresentamo-los, através do
tratamento de dados feito confirmamo-los, acrescentamos as nossas contatacoes,
criando desta forma factos mais sélidos e bases para novas investigagoes.

Revisao critica do relatorio

E um processo que foi desenvolvido & medida que se foi redigindo a tese, tendo
consistido na recolha de contributos do orientador, do coorientador, de pares, da
professora e dos alunos envolvidos na investigacdo. E um processo de grande
importancia e indispensavel para trabalhos de investigagdo. O investigador principal
sozinho nao consegue dar conta de tudo, por mais que se dedique, muito lhe escapa,
por mais tempo que tenha, n&o lhe é suficiente para levar a cabo a investigagdo com
a qualidade que se exige. E-lhe importante olhar através de outros olhos, sair de si e
encarnar a perspetiva de outros, submeter as suas ideias a outros crivos para além
do seu, partilhar as suas iniciativas, os seus desenvolvimentos, bem como as suas
conclusdes. S&o exercicios que Ihe permitem ganhar tempo, enriquecer as suas ideias
em quantidade e qualidade, bem como proporcionam validagdo dos métodos
aplicados na investigagao e das conclusdes obtidas na mesma.

Em relacdo ao orientador e ao coorientador, coube-lhes a todo o0 momento indicar o
caminho a seguir, indicar as ferramentas a utilizar, bem como a participagao na gestéao
do tempo disponivel para a execugéo da investigagao nas suas diferentes etapas.

Aos pares, enquanto percursosres de caminhos semelhantes, coube a tarefa de
intercambiar experiéncias, particularmente as comuns aos percursos. Coube-lhes a
tarefa de participar em discussdes de iniciativas, de ideias, de procedimentos de
técnicas, de conceitos, de pontos de vista, etc. permitindo, deste modo, refinar um
conjunto de informacgdes antes de serem exposta a outros grupos. A revisdo dos pares
revestiu-se de grande valia, pois permitiu produzir informagéo bem mais elaborada.
No que toca aos instrumentos de recolha de dados, por exemplo, permitiu de anteméao
saber melhor que informagao procurar, onde procura-la, como procura-la, de quem
procura-la, bem como porqué da sua procura. No que diz respeito a revisdo de
literatura, facilmente entende-se que, devido a limitagdes humanas, ndo nos é
possivel consultar todos os materiais necessarios para uma investigacao deste calibre
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de maneira isolada, e é ai que, mais uma vez, se revelou importante o papel dos
pares. Muitos conceitos foram-nos trazidos em primeira mao por eles,
proporcionando-nos claramente um consideravel ganho de tempo, um consideravel
conhecimento de outras realidades que permitiu mais facilmente enquadrar a nossa.

A revisao critica do relatério passou também por apresentar resultados da tese a
professora e aos alunos sobre os quais incidiu a investigagao. Esta técnica, também
conhecida como devolucédo de resultados, permitiu obter a reagdo dos investigados
sobre tudo quanto se descreveu a seu respeito, permitiu-lhes, também, consolidar a
confianga de que a investigacao é de carater sigiloso. Com a reagao a devolugao dos
resultados, consolida-se a validagdo dos mesmos. A reacao dos investigados permitiu
ajustar algumas leituras feitas por nés, permitiu-nos conhecer alguns detalhes nao
notados antes, permitiu perceber um pouco mais das estruturas e dos mecanismos
mentais dos alunos. Permitiu envolvé-los mais, torna-los mais participes, assim como
mais conscientes de si mesmos no que a aprendizagem da Matematica diz respeito.

2.3 Consideragoes sobre o contexto no qual se desenvolveu a investigagao

Este estudo foi feito na Escola Superior Politécnica do Namibe, unidade orgénica da
Universidade Mandume Ya Ndemufayo, localizada na cidade de Moc¢amedes,
provincia do Namibe, em Angola. A mesma instituigdo foi criada a luz do Decreto
Presidencial 236/11 de 29 de agosto que aprova o Estatuto Organico da Universidade
Mandume Ya Ndemufayo. Mais precisamente, o estudo foi feito na unidade curricular
Matematica | do primeiro ano do curso de Contabilidade e Gestao.

O curso de Contabilidade e Gestdao com uma duracéo de cinco anos, sendo quatro
lectivos e um de elaboragao e defesa de um trabalho de fim de curso, € um curso que
tem como principais perfis de saida o de técnico de contas e o de gerente. Claro esta
que o curso nao visa formar matematicos nem professores de Matematica.

2.3.1 Processos de ensino e de aprendizagem na sala de aula

A unidade curricular sobre a qual incidiu o estudo é denominada Matematica |, é
lecionada com uma carga horaria de seis tempos semanais, em dois tipos de aula
tedrico-pratica e pratica. Os seis tempos sao distribuidos em trés periodos de tempos
duplos. Na altura em que se recolheu os dados das aulas, os periodos de dois tempos
estavam em trés dias da semana, segundas, quartas e sextas-feiras, a partir do
primeiro, terceiro e primeiro tempos, respetivamente.

A unidade curricular é lecionada ao longo do primeiro semestre do primeiro ano,
durante 15 semanas. Ora, 15 semanas e seis tempos semanais perfazem um total de
90 tempos semestrais. Cada tempo tem a duracdo de 45 minutos, o que perfaz um
total de 67 horas e 30 minutos de aula. No curso de Contabilidade e Gestao, os alunos
tém uma carga horaria de seis tempos por dia durante os cinco dias uteis da semana,
de segunda a sexta-feira, perfazendo assim 30 tempos semanais e 450 tempos
semestrais. Os 90 tempos semestrais de Matematica | representam 20% da carga
horaria total do primeiro semestre.

O programa de Matematica | (0) comporta cinco unidades, nomeadamente (1)
Sucessodes, (2) Limite de uma Fun¢ao Real de Variavel Real, (3) Fungdes Continuas
e Descontinuas em R, (4) Derivadas e (5) Primitivas. As aulas, tanto de um tipo como
do outro, séo lecionadas por uma unica professora. Esta unidade curricular tem como
objeto de estudo fungdes reais de variavel real de uma sé variavel. Devido a limitagdes
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de tempo e por ndao ser um curso de especializacdo em Matematica, a unidade
curricular ndo é lecionada com a mesma profundidade que se leciona Analise
Matematica | nos cursos superiores de Matematica ou de Ensino da Matematica. A
lecionacdo de Matematica | contém carateristicas tanto daquilo que Tall (1992)
descreve como Calculo Informal como daquilo que descreve como Analise Formal,
predominando carateristicas do Calculo Informal. Matematica | € precedéncia de
Matematica Il, onde o objeto de estudo também sao fungdes reais de variavel real,
mas com a diferenga de serem funcdes de duas ou mais variaveis.

As aulas tedrico-praticas eram caraterizadas por uma predominancia da exposi¢ao da
professora. Ao longo delas a professora apresentava o objetivo da aula, os conceitos
a serem estudados, a relevancia dos mesmos e abordava-os com competéncia. Os
alunos eram permanentemente envolvidos nas abordagens da professora com
convites frequentes para darem o seu contributo nos conceitos construidos, nas
definigbes apresentadas, nos exemplos apresentados, bem como nos exercicios
normalmente apresentados e resolvidos na parte final da aula. As fases didaticas eram
normalmente respeitadas e a transi¢cao entre elas feita de maneira suave. As aulas
praticas eram caraterizadas por uma maior participagao dos alunos com a professora
mais a exercer o papel de reguladora das atividades na sala de aula do que
propriamente de uma protagonista da atividade.

No contexto em que o estudo foi desenvolvido é usual considerar-se as seguintes
fases didaticas: (1) asseguramento do nivel de partida; (2) motivacao; (3) orientagéo
até o objetivo; (4) desenvolvimento; (5) consolidag&o. A professora desenvolvia todas
as fases. Na primeira, revia os conhecimentos prévios necessarios para a lecionagao
de novos conteudos, procurava por todos os alunos ao mesmo nivel, incidindo as suas
explicacdes sobre o que eles ndo dominavam, bem como sobre a corre¢ao de tarefas.
Na segunda fase, procurava despertar nos alunos interesse pelos conteudos que a
sequir lecionaria, falava-lhes sobre a sua importancia na Matematica, no seu curso e
noutras areas em que poderia ser aplicado. Na terceira fase, a professora procurava
apresentar os objetivos geral e especificos da aula, explicava aos alunos como os
alcancariam e o que precisavam para os alcancar, delimitava o campo e o tempo de
acao, enfim, situava os alunos. Na quarta fase, expunha os novos conceitos,
procurando liga-los aos conhecimentos prévios, exemplificava, esclarecia duvidas,
estimulava os alunos a desconstruir conceitos errados, a reconstruir conceitos de
maneira correta e construir novos conceitos. Na quinta fase, verificava até que ponto
os alunos tinham assimilado o que era lecionado. Submetia-os a resolucdo de
exercicios apresentados sob diversas formas e com distintos graus de dificuldade. E
uma fase que normalmente terminava deixando exercicios, os restantes ou novos,
como tarefa. E uma fase em que a professora estimulava tanto o trabalho individual
como o coletivo. Pelo trabalho individual os alunos tinham a oportunidade de fazer um
autoexame, identificar suas debilidades e supera-las. Tinham a oportunidade de
consolidar tudo quanto tinham aprendido ao longo da aula. Pelo trabalho coletivo os
alunos tinham a oportunidade de encarar os conceitos sob pontos de vista alheios aos
seus, sob os pontos de vista dos seus colegas, tinham a oportunidade de trocar
experiéncias e, assim, expandir e consolidar o seu entendimento.

A exposigcdo dos conteudos pela professora assentava em quatro perspetivas: (1)
apresentacao algébrica; (2) apresentacado grafica dos conceitos; (3) apresentagao
numeérica; (4) descrigdo verbal ou escrita de conceitos e de procedimentos. A
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perspetiva algébrica era a predominante, seguida pela grafica e pelas outras duas. A
professora projetava os conteudos das aulas numa tela, utilizando um video projetor.
Algumas vezes, quando fosse necessario, completava os conteudos projetados
fazendo ditados. Quanto aos exemplos e aos exercicios, a professora projetava os
enunciados na tela e fazia as suas resolugdes no quadro. Os alunos transcreviam os
apontamentos projetados na tela e os exemplos e os exercicios resolvidos no quadro
para os seus cadernos.

Quanto ao ambiente fisico da sala de aula em que foi lecionada a unidade curricular,
importa referir que as carteiras dos alunos estavam dispostas em filas individuais, que
a secretaria da professora estava defronte as carteiras dos alunos, entre estes e o
quadro, ligeiramente afastada para o lado direito da professora. A sala era
devidamente iluminada e arejada.

No que toca as relagdes interpessoais e intrapessoais, o ambiente, nos momentos de
exposicéo da professora, era sereno e de grande reflexdo. Pela linguagem gestual —
alguns olhares para o alto, olhares distantes, manifestagcdes serenas de satisfagcéo
(“ahn!...”, “OK!”, “Estou a ver...”, “entdo... &€ por isso!”, entre outras), etc. — parecia
que alguns alunos estavam a buscar em si ligagbes com os conteudos apresentados
pela professora. A medida que a professora expunha, alguns alunos aparentavam
viver momentos de inquietagao interior, pareciam tentar exteriorizar alguma ideia,
reforgar, diminuir ou acrescentar alguma coisa ao discurso da professora. Com
alguma frequéncia as procuras e as inquietagdes pareciam ser bem-sucedidas, pois
eram seguidas de momentos de aparente alivio. Por outro lado, também pela
linguagem gestual — espanto serenamente manifestado, constante perda e procura
do fio condutor a compreenséo, olhares manifestando estranheza, esgares, etc. —,
parecia que alguns alunos estavam a ser confrontados com um choque térmico,
momentos em que, por mais esforgos que fizessem, pouco ou nada tinha ligagdo com
0 que ja traziam na sua estrutura mental, embora devesse ter. Reconhecer que fazer
parte daquela turma implicava encontrar ligagdes entre as suas estruturas mentais e
0s novos conteudos e nao conseguir estabelecé-las provocava nalguns deles alguma
frustracdo, sentimento manifestado por suaves suspiros, quase imperceptiveis,
manifestado ainda por desvios da atividade principal que era a de participagdo na aula.
Por outro lado, ainda, havia os alunos indiferentes, pouco expressivos dos seus
sentimentos, de uma linguagem gestual, digamos assim, pobre, de dificil leitura.
Alunos que pareciam ter simplesmente depositado o seu corpo na sala de aula para
cumprir formalismos.

Ainda sobre as relacdes interpessoais e intrapessoais, havia também os momentos
de maior interacéo, eram os de apresentacio de exemplos, bem como os de resolugao
de exercicios. Momentos em que os indiferentes eram puxados pelos mais
participativos e os que pouco ou nada pareciam entender eram aclarados pelos mais
esclarecidos. Eram momentos de barulhos localizados e bastante proficuos, nao
generalizados, provocados pelas trocas de impressdes entre os vizinhos de carteira.
Eram momentos de nivelamento dos conteudos captados, nivelamento dos
conhecimentos construidos, eram momentos de ajustes e de reajustes, eram
momentos de reagrupamento para partir para os desafios seguintes.

As aulas praticas eram marcadas por um ambiente de muito maior interagao.
Comegavam geralmente com a resolugao dos exercicios e problemas da aula anterior,
apresentacdo de novos exercicios e problemas, tempo de reflexdo e resolugao
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independente dos alunos, tempo de resolugdo em comum moderado pela professora
e indicagao de novos exercicios e problemas para resolugao independente em casa.

A professora promovia e garantia um ambiente de relagdes interpessoais de amizade
e de respeito, o que facilitava em grande medida a participagédo dos alunos. Pode-se
dizer que, dentro dos devidos limites, os alunos estavam a vontade. A professora
promovia e garantia um ambiente de relagao intrapessoal reflexiva e introspetiva, o
que favorecia a ocorréncia de mecanismos mentais, dando lugar as consequentes
alteracdes das estruturas mentais dos alunos.

Do ponto de vista da estruturagao da aula, a promogéo e a garantia de condigdes
adequadas de aprendizagem pela professora consistia na passagem pelas seguintes
fases didaticas: asseguramento do nivel de partida, motivacéo, orientagdo até o
objetivo, desenvolvimento e consolidagéo.

Tabela 12: Descricao das 12 (24 tempos) aulas de Matematica | observadas (sombreadas na tabela)
no curso de Contabilidade e Gestéao

Temp Conteudo (aula) Desenvolvimento

1
Vizinhanga, interior, exterior, fronteira, aderéncia e

Noc¢des topologicas em R derivado de um conjunto. Conjuntos abertos e
conjuntos fechados. Conjuntos limitados.

2

2 Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas

g Aula pratica Resolugao de exercicios e de problemas

g Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas

9 Sucessobes de numeros Definicdo de uma sucessao. Limite de uma
10 | reais sucessao. Critérios de convergéncia.

1; Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas
12 Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas.
12 Aula pratica Resolugao de exercicios e de problemas
1; Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas.

19 Generalidades sobre

funcdes reais de variavel Definicdo. Tipos de fungéo. Representagao de

fungdes. Resolugao de exercicios.

20 | real

21 Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas

22 | Aula pratica Resolucio de exercicios e de problemas

gi Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas

gg Limites Limites fundamentais. Tipos de indeterminacgdes.
27 | Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas
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28

29

30 Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas

g; Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas

gi Aula pratica Resolugéo de exercicios e de problemas.

35 Continuidade de fungdes. Tipos de

36 Continuidade de fungdes descontinuidade. Resolugéo de exercicios e de

problemas.

g; Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas

Z’g Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas.

41 Derivada por definicdo. Interpretacdo geométrica.
Derivada de uma fungéo Interpretacéo econdmica. Interpretagéao fisica. Reta

42 tangente. Resolugdo de exercicios.

22 Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas.

jg Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas.

jg Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas.

49 Derivada de uma funcéo Der_lvag?o por tabela. Regras e formulas de

50 derivagao.

g; Aula pratica Resolucao de exercicios e de problemas.

gi Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas.

gg Aula pratica Resolugao de exercicios e de problemas.

gg Derivada de uma funcgéao Regra da cadeia. Derivadas de ordem superior.

gg Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas.

g; Aula pratica Resolugéo de exercicios e de problemas.

gi Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas.

65 Derivada de uma funcéo Derlvaclla.de fungéo implicita. Derivada de fungao

66 paramétrica.

g; Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas.

?g Aula pratica Resolugéo de exercicios e de problemas.

;; Aula pratica Resolugéo de exercicios e de problemas.

;i Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas.

75 Estudo de uma funcéo Dominio. Imagem. Paridade. Extremos.

76 ¢ Concavidade e convexidade. Pontos de inflexao.
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;g Aula pratica Resolucao de exercicios e de problemas.
gg Aula pratica Resolucéo de exercicios e de problemas.
81

82 Aula pratica Resolugéo de exercicios e de problemas.

No que diz respeito a meios de ensino, os alunos utilizavam cadernos, esferograficas,
lapis, meios geométricos (réguas, esquadros, transferidores e compassos), utilizavam

maquinas de calcular cientificas,

nao utilizavam recursos tecnolégicos mais

avancgados como os softwares Derive, Maple, Mathematica, Texas Instruments, entre
outros. A professora utilizava quadro, marcadores, videoprojetor e 0s seus

apontamentos.

Utilizando critérios de Bada (2015, pp. 68, 69) como referéncia, consideramos a sala
de aula como construtivista. A Tabela 13 associa critérios de Bada a justificagdes da

sala de aula investigada.

Tabela 13: Sala de aula construtivista

Sala de aula construtivista

Constatagdes na sala de aula

O curriculum enfatiza grandes
conceitos, comegando com o todo e
expandindo para incluir as partes

Ao longo das aulas a professora
apresentava o objetivo da aula, os
conceitos a serem estudados e a sua
relevancia

A pesquisa das questdes e interesses
dos alunos é valorizada

Os pontos de vista dos alunos sobre os
conceitos eram explorados pela
professora

Os materiais incluem fontes primarias
€ materiais manipulativos

A professora recomendava aos alunos a
consulta de livros de Analise Matematica
e Matematica Aplicada a Economia na
biblioteca da instituicdo

A aprendizagem ¢é interativa,
construida sobre aquilo que o aluno ja
conhece

Contribuicdo dos alunos nos conceitos
construidos, nas defini¢cdes, nos
exemplos e nos exercicios apresentados.

Os professores mantém um dialogo
com os alunos, ajudando-os a
construir o seu proprio conhecimento

O papel dos professores ¢ interativo,
assente na negociagao

Os alunos eram permanentemente
envolvidos nas abordagens da professora
com convites frequentes

A avaliagao inclui os trabalhos do
aluno, observacao e os seus pontos
de vista, assim como testes. O
processo € tdo importante quanto o
produto

Contribuicdo dos alunos nos critérios de
avaliagdo, bem como na delimitagdo dos
conteudos a avaliar

O conhecimento é visto como
dindmico, em constante mutagao com
as nossas experiéncias

A professora valorizava a perspetiva
economica de conceitos nao se limitando
a perspetiva matematica

Os alunos trabalham primeiramente
em grupos

Em aulas praticas (e nas partes praticas
das aulas tedrico-praticas) os alunos
tinham a oportunidade de interagir em
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grupos formados segundo as suas
preferéncias

E importante referir que a escala de avaliagdo do aproveitamento dos alunos é de 0 a
20 e a mesma corresponde uma escala qualitativa: mau (de 0 a 4), mediocre (de 5 a
9), suficiente (de 10 a 13), bom (de 14 a 16), muito bom (17 e 18) e excelente (19 e
20).

2.3.2 Caraterizagao dos participantes

Uma figura bastante importante nesta investigacdo foi a professora da unidade
curricular Matematica |. Trata-se de uma professora, na altura em que se iniciou a
recolha de dados, com mais de 15 anos de experiéncia no ensino da Matematica no
Ensino Superior. A mesma, durante a investigagao, ostentava o grau académico de
mestre em Educacdo Matematica e uma licenciatura em Ensino da Matematica.

Os 10 alunos aos quais aplicamos o questionario de caraterizacdo da estrutura
cognitiva dos alunos (Apéndice 3) tinham idades compreendidas entre os 18 e os 20
anos, sado formados a nivel secundario em Ciéncias Fisicas e Bioldgicas em trés
instituicdes diferentes e, do Ensino Secundario para o Ensino Superior, ndo ficaram
anos letivos sem estudar. Em relacao as respostas dadas a questao 6 do questionario
de caraterizagao dos alunos (Apéndice 1), os 10 alunos declararam ter conhecimentos
de fungdes, Calculo Diferencial e Calculo Integral de 3 a 5, ou seja, de médio a muito
bom, com maior predominancia das opg¢des 3 e 4, médio e bom, respetivamente.
Nenhum dos 10 alunos trabalhava, todos eles apenas estudavam. De maneira geral
os alunos consideraram a Matematica importante para o seu curso por permitir aplicar
métodos e formulas a sua area de formagao. Nenhum deles trabalhava na altura e
nao manifestaram aversao a Matematica.

A seguir apresentamos os nomes dos 10 alunos: Alexandra, Amarildo, Amaro, Ana,
Armindo, Edson, Eduardo, Efigénio, Elias e Emanuela. Estes nomes sao ficticios,
garantindo, assim, o anonimato dos participantes.

Em termos de aproveitamento escolar — cotegorizado em fraco (suficiente, mediocre
e mau), bom e muito bom — no Ensino Secundario, e tendo como referéncia as
meédias obtidas a este nivel, a Alexandra, o Armindo, o Edson, o Eduardo, o Efigénio,
o Elias e a Emanuela tiveram fraco aproveitamento escolar, a Ana e o Amarildo
tiveram bom aproveitamento escolar, o Amaro tive muito bom aproveitamento escolar.
Esta categorizacao feita por via das médias obtidas no Ensino Secundario ndo tem
diferengas significativas em relagao as respostas dadas pelos alunos a questao 6 do
questionario de caraterizagcdo dos alunos (Apéndice 1), pois os alunos de fraco
aproveitamento escolar escolheram as categorias 2 ou 3, os alunos de bom
aproveitamento escolar escolheram as categorias 3 ou 4, e 0 de muito bom
aproveitamento escolheu as categorias 3 ou 4.

Em relacdo a importancia da Matematica — questdes 7 e 8 do questionario de
caraterizagdo dos alunos (Apéndice 1) —, é de referir que todos os alunos
reconhecem a Matematica como sendo importante para sua formacido e para o
dominio de conceitos do seu curso. Apesar disso, os alunos nao indicam
concretamente de que forma ou em que conceitos a Matematica é ultil para o seu
curso.
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Importa referir que, cerca de um més antes do arranque das aulas, os alunos sao
submetidos a um exame de acesso em que sao avaliados, entre outros, conteudos de
Matematica do Ensino Secundario. O exame de acesso — e nao de aptiddo — € a via
pela qual se seleciona os alunos que preenchem as vagas existentes nos primeiros
anos dos cursos da instituicao
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CAPITULO 3. Apresentacio dos resultados

Neste capitulo apresentamos, de forma exaustiva, os dados recolhidos durante a
investigagcao. com os mesmos procuramos caraterizar a estrutura cognitiva dos alunos
nas fases inicial, nos primeiros dias de aula, e final, depois da ultima aula, da
lecionacdo da unidade curricular Matematica |I. Os conceitos de fungao, derivada e
integral estiveram na base da caraterizagdo. Pudemos também notar e caraterizar a
evolucdo das estruturas cognitivas dos alunos, tendo inicialmente trabalhado com 10
e, posteriormente, com trés, dando maior profundidade a abordagem. No fim dos
tépicos tabelas sintese séo apresentadas com o objetivo de se ter uma viséo geral da
caraterizagao feita no tépico. E importante referir que, por vezes, se vai usar o termo
aprendizagem para qualificar os desempenhos dos alunos.

3.1 Caraterizagao da estrutura cognitiva dos alunos no inicio do estudo

Os conceitos em torno dos quais se investiga a aprendizagem dos alunos séo os de
funcao, derivagao (por definicdo e por tabela) e integracdo. Como se sabe a fungéo
constitui o objeto de estudo do Calculo e os conceitos de derivagao e de integragéao
sdo vias pelas quais se faz predominantemente o estudo do objeto. Foi feita uma
selecdo, tendo como critérios considerados os constantes do questionario de
caraterizagédo dos alunos (Apéndice 1), nomeadamente curso frequentado no Ensino
Secundario; numero de anos letivos sem estudar Matematica antes de ingressar no
Ensino Superior; numero médio de horas por dia dedicadas ao estudo em casa;
metodologia de aprendizagem; bibliografia de apoio utilizada; conhecimentos prévios
dos conceitos em estudo na tese; importancia atribuida a Matematica pelo aluno;
importancia da Matematica para o curso na é6tica do aluno; no caso de trabalhadores,
importancia da Matematica para o seu trabalho na sua ética; fatores que influenciam
0 aproveitamento académico do aluno na sua propria 6tica. As respostas dadas ao
questionario permitiram identificar os alunos a entrevistar. Feitas as entrevistas cujo
guido (Apéndice 2) teve como base o questionario de caraterizagdo dos alunos
(Apéndice 1), foram selecionados 10 alunos. Com os inquéritos, por questionario e
por entrevista, selecionamos os alunos com condigdes mais favoraveis para a
frequéncia do Calculo, reduzindo-se tanto quanto possivel fatores que poderiam
influenciar na sua aprendizagem. As teorias a luz das quais se faz a presente
caraterizacao sao as teorias APOS e da Reificacao.

ApOs a aplicagdo aos alunos do questionario de caraterizacdo da sua estrutura
cognitiva (Apéndice 3) obteve-se dados que, expostos nas secgbes seguintes,
permitem-nos ter um quadro do nivel de conhecimentos dos alunos a partida da
investigacéo. E importante ter em conta que esta avaliacéo é feita em funcéo do nivel
de conhecimentos que os alunos devem trazer do Ensino Secundario, o nivel de
ensino imediatamente inferior ao Ensino Superior. O questionario, embora nédo seja
nem um instrumento ACP nem PCC, é compativel com as suas taxonomias. Para
consolidar os dados obtidos na aplicacao do questionario, servimo-nos das entrevistas
(Apéndice 5) feitas posteriormente aos alunos. As mesmas permitiram-nos aprofundar
e melhor descrever os dados e informacdes obtidos da aplicacdo dos questionarios.

Procuramos caraterizar o nivel de conhecimento dos alunos sob quatro perspetivas:
algébrica, grafica, numérica e descritiva. As trés primeiras perspetivas tiveram como
fonte principal o questionario aplicado aos alunos, ao passo que a quarta perspetiva
teve como fonte principal as entrevistas feitas aos mesmos.
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3.1.1 Estrutura cognitiva associada ao conceito de fungao

Nesta seccdo as questdes do questionario de caraterizagdo da estrutura cognitiva dos
alunos (Apéndice 3) consideradas sao as seguintes:
1. O que entende por fungao?

xX+1,
x+2

2. Dada afungéo f(x) =

a) Determine a sua imagem nos pontos 2, -% -2e0;

b) Determine o seu dominio.

) x3+2x+1 sex<1
3. Dada afungao f(x) = {1—\/§+cos(x—1)

1-x

sex>1

a) Determine a sua imagem nos pontos 1 e 0;
b) Determine o seu dominio.

4. Considere as fungdes f(x) = ﬁ e g(x) = Vx. Determine:
a)fog, b)gef.

5. Seja f com o dominio D = {x € R|—3 < x < 3} e o grafico seguinte:

Seja g(x) = cos x. Indique as soluc¢des da equacgao (f o g)(x) = 0:

m T

a)s = {0, g} b)S = {—;,;}; c) S = {0,m}; d) s = {—m, ).

6. Considere a tabela seguinte:

X 1123|456
f(x)|3[1]412]2]|5
glx)|6]|3[2[1]2]3

Determine:
a) f(g(D); b) (f ° 9)(6); c) g(g(D); d) (g ° )(3)
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3.1.1.1 Alexandra

Resposta a questdo 1. Esta primeira questao ficou sem resposta no questionario. Na
entrevista a resposta foi dada com um discurso desarticulado, o que mostra que a
aluna tem noc¢ao de fung¢ao, mas dificuldade de exprimir tal nogao.

Entrevistador: O que entende por fungao?

Alexandra: Funcéao é tipo... quando temos x e queremos encontrar y, mas
temos que fazer alguns célculos para isso. A fungao tem sempre duas
variaveis, x e y, x fica na horizontal e y fica na vertical.

Entrevistador: Que calculos?

Alexandra: Uma equacgéo onde substituimos x para conseguir encontrar y.
Primeiro substituimos o valor de x na equacao, depois fazemos os
calculos necessarios para encontrar o y.

Na entrevista nota-se que, embora sem o rigor necessario da linguagem, esta
presente a ideia de transformacdo sem se referir as ideias de dominio e
contradominio. Nota-se o nivel operacional com que a aluna trata o assunto e também
a desarticulagdo ao misturar uma explicagdo algébrica com grafica, bem como a
denominacao de equacao a forma analitica da funcgao.

Resposta a questao 2 (Figura 0.1).
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Figura 0.1 Resposta a questao 2 (Alexandra)

Esta questao (Figura 0.1) tem duas alineas, na alinea a) pede-se as imagens da

funcdo nos pontos de abscissas x = 2, x = —%, x =—2e x =0, naalinea b) pede-se

o seu dominio. Ambas alineas referem-se a fungao f(x) = i_::; Na primeira, em que

se deve calcular as imagens de quatro pontos, ao calcular aimagem do ponto x = —%

, a aluna faz confusdo com os sinais tanto no numerador como no denominador.
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Apesar disso, por ter cometido o mesmo erro duas vezes, chega ao resultado correto.
Ao calcular a imagem do ponto -2, revela ter dificuldades quanto a divisibilidade por
zero. Quanto a alinea b), revela ndo dominar os conceitos de dominio e de
contradominio de uma fung&o. N&o sabe relacionar a determinagé&o da imagem com
a inexisténcia da imagem da fungéo no ponto -2. Ora aqui estd um efeito domind, ou
seja, por nao dominar o conceito de divisibilidade por zero ndo consegue concluir que
-2 € um ponto de descontinuidade, o que nao Ihe permite levar isto em conta na
determinacdo do dominio. Mesmo nao fazendo parte do que se pede na questao, a
aluna tenta apresentar o contradominio da funcéo. Fica pela tentativa, pois, em vez

de apresentar o contradominio da fungdo apresenta um conjunto das imagens dos

, . 311 .
quatro pontos calculadas na alinea anterior. Em Img = (Z;E;E; 0), a aluna mistura

carateristicas de representacdo de conjunto numeérico com carateristicas de
representacdo de par ordenado. Se em vez de parénteses utilizasse chavetas,
teriamos um conjunto numérico. Se separasse as imagens e associasse a cada uma
delas ao seu elemento correspondente do dominio, teriamos pares ordenados. Nota-
se a confusdo entre dois conceitos de representagcdo, conjunto numeérico e par
ordenado.

Resposta a questao 3 (Figura 0.2).

et J'"r-:ﬂ Iy d
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Figura 0.2 Resposta a questao 3 (Alexandra)

Aqui (Figura 0.2) pouco foi feito, a aluna ndo consegue encontrar uma estratégia de
resolucdo. Mais uma vez fica clara a necessidade de se trabalhar no conceito que tem
de funcdo. Nota-se a incipiéncia que a aluna tem do conceito de fung¢do, pois nao
consegue sair do elementar, ndo consegue transcrever a fungao na integra, o que se
constata na entrevista como sendo o ndo reconhecimento da fun¢cdo dada na forma
de dois ramos. A aluna n&do consegue identificar o dominio da fungédo, o que |he
dificulta na determinagdo da imagem solicitada na alinea a). Podemos apontar duas
razdes para a sua dificuldade na determinagao do dominio: (1) as dificuldades que ja
apresentou na questdo 2a), quando se lhe pedia o dominio; (2) dificuldades em
trabalhar com a fung¢ao dada na forma de dois ramos.
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Resposta a questao 4 (Figura 0.3).
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Figura 0.3 Resposta a questao 4 (Alexandra)

Esta resolucgao (Figura 0.3), ou tentativa de resolugao, revela bem as dificuldades que
a aluna tem com o conceito de fungdo composta. Claramente confunde o simbolo de
composicdo de fungdes (o) com o da operagao de multiplicagdo (-), o que teve
consequéncias na sua resolugao. A resolugao revela também dificuldades que a aluna
tem nas propriedades dos radicais. A esta altura o conceito de radical e suas
propriedades requer-se ja reificado e capsulado, conforme se concebe nas teorias da
Reificacdo e APOS, respetivamente. Neste caso, as dificuldades na compreensao do
conceito de radical dificultam a compreenséo do conceito de fungdo composta.

As demais questdes sobre fungdes (5 e 6) foram deixadas em branco pela aluna.
Perguntada em entrevista sobre as mesmas, a aluna manifesta ndo ter opiniao
formada a respeito.

A Alexandra, nas quatro perspetivas consideradas — algébrica, geométrica, numérica
e descritiva —, revela conhecimentos e habilidades a nivel da agdo elementar. E um
caso de uma aluna de nivel de compreenséo incipiente, uma aluna que alcanca o
minimo necessario dos objetivos estabelecidos no Ensino Secundario, com
aproveitamento fraco a este nivel. Lida com fungbes a nivel de agédo, consegue
reconhecer e fazer operagdes evidentes com simbolos algébricos, mas tem
dificuldades em antever algumas consequéncias das operagdes que faz, as vezes
parece mesmo inocente e inconsequente nos seus atos. Depois de alguns passos
dados, com alguma frequéncia, precisa de uma ajuda por parte de um colega ou de
um professor para retomar o curso normal da sua resolucdo. Do ponto de vista da
representacdo numérica, o cenario nao € diferente. Posta a forma algébrica de parte
e trabalhando apenas com elementos do dominio, do contradominio e com a lei da
funcao, parece que o raciocinio se complica um pouco mais para esta jovem. A dada
altura fica-se com a impressao de que se esta a abordar com ela um assunto diferente.
Até consegue operar os elementos que se lhe apresentam, mas enquadrar tais
operacbes com o conceito de funcdo é-lhe mais difici. No que diz respeito a
representacdo grafica, encontra-se também ao nivel incipiente. As vezes da a
impressao de carecer de alguns conceitos prévios sobre o sistema de coordenadas
cartesianas, dai a necessidade de, com ela, assegurar com alguma frequéncia o nivel
de partida, para que nao se perca por questdes elementares e consiga progredir
naquilo que realmente se quer tratar. Em relag&o ao conceito que tinha e a capacidade
de descricado do que fazia, conseguia apresentar o conceito de fungdo de maneira algo

86



desarticulada relativamente aos subconceitos ai presentes. Tinha nogdes e recitava
palavras-chave do conceito de fungdo, mas manifestava ndo entender bem o sentido
e o significado da relagao entre tais palavaras-chave.

Sobre a abordagem de Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008), (Tabela 9), nas
respostas dada pela aluna as questdes sobre funcdes constatamos a agao mental 1
(AM1), por ser percetivel a sua capacidade de estabelecer relagbes de dependéncia
entre as variaveis de uma funcdo. Sao notérias algumas das dificuldades descritas
por Tall (1992) como imagem mental de fungao restrita e dificuldade em lidar com
representacao grafica e tabular.

3.1.1.2 Amarildo
Resposta a questao 1 (Figura 0.4).
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Figura 0.4 Resposta a questdo 1 (Amarildo)

Embora se pudesse falar mais sobre a lei da correspondéncia que relaciona o dominio
com o contradominio, embora se pudesse deixar claro que tanto o dominio como o
contradominio da fungao sao subconjuntos de R e ndo necessariamente R, aqui esta
um conceito que revela que o aluno consegue articular as suas principais
componentes. Temos aqui um conceito que se aproxima ao da definicado formal de
funcdo, necessitando apenas de uma melhor coordenacido entre os elementos
constituintes. O aluno mostra-se claro e coerente, embora com algumas imprecisées
de linguagem.

Resposta a alinea a) da questédo 2 (Figura 0.5).
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Figura 0.5 Resposta a alinea a) da questédo 2 (Amarildo)

87



Na resolugao da alinea a) (Figura 0.5), em termos de acgao, no calculo da imagem de
pontos, o aluno tem um desempenho notavel. Na substituicdo do ponto x = -2,
apresenta um problema de base que tem a ver com a divisibilidade por 0. E um
problema de conceito cuja resolucdo €& importante sob pena de interferir
negativamente na compreensdo do conceito de fungdo, de limite e,
consequentemente, de outros conceitos fundamentais no estudo de fungdes.

Resposta a alinea b) da questéo 2 (Figura 0.6).
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Figura 0.6 Resposta a alinea b) da questdo 2 (Amarildo)

Quanto a resolugdo da alinea b) da 2.2 questdo (Figura 0.6), o aluno resolve
corretamente, materializando corretamente o conceito que tem de fungao. O problema
gue manifesta na divisibilidade por zero na alinea a) nao se repercute negativamente
aqui. A julgar pelo trecho seguinte da entrevista, tudo indica que as duas partes
conflituantes — imagem da fungdo no ponto x = —2 e dominio da funcdo — séo
tratadas em compartimentos diferentes do seu raciocinio, dai ndo se ter apercebido
do conflito.

Entrevistador: Por que razdo o ponto x = —2 nao faz parte do dominio?

Amarildo: Porque nas fun¢des racionais o denominador n&o pode ser igual a
zero.

Entrevistador: Nao pode ser zero? E se for, que efeitos tem sobre a fungao?

Amarildo: Ignora-se.
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Resposta a alinea a) da questao 3 (Figura 0.7).
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Figura 0.7 Resposta a alinea a) da questdo 3 (Amarildo)

Apesar de apresentar uma definicdo coerente para o conceito de fungado, nesta
questao (Figura 0.7) o aluno ndo consegue materializa-lo. Nao é de estranhar, pois
um dos aspetos que fica por pormenorizar no conceito que apresenta de funcéo é o
da lei da correspondéncia entre o dominio e o contradominio. E aqui que esta a
dificuldade, uma vez que a lei da correspondéncia apresenta-se sob uma forma menos
usual, uma funcao de dois ramos. Nota-se que faz uma confusdo entre o que se faz
para o calculo de imagem e o que se faz para o calculo de limite de uma fungdo num
ponto. Falta-lhe considerar os subdominios tendo em conta os ramos que a funcao
tem. O aluno procura calcular as imagens dos pontos, x = 1 € x = 0, nos dois ramos,
0 que ndo se enquadra no conceito de fungao por duas razdes: (1) para que seja
funcado, os pontos do dominio s6 podem ter uma imagem e nao duas; (2) os pontos
do dominio s6 podem pertencer a um dos subdominios e ndo aos dois. O aluno
estabelece uma relagéo de pertenga entre as imagens encontradas e os subdominios
da funcéo. Ora, esta relagdo nado tem razao de ser, pois o correto € relacionar imagens
com o contradominio da fungao.

Resposta a alinea b) da questéao 3 (Figura 0.8).
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Figura 0.8 Resposta a alinea b) da questdo 3 (Amarildo)

Nesta alinea (Figura 0.8), o aluno apresenta corretamente o dominio, muito embora
pudesse representa-lo de uma maneira muito mais simples, escrevendo simplesmente
Dy = R. O aluno revela alguma dificuldade na representacéo dos objetos matematicos.
Na alinea anterior, a), o aluno n&o conseguiu explorar melhor o conceito que aqui
apresenta de dominio. A julgar pelas resolu¢des nas alineas a) e b), podemos inferir
que, conforme a questdo, o aluno tem diferentes representagcdes do conceito de
dominio. Na alinea b) apresenta corretamento o dominio, ao passo que na alinea a)
tem dificuldades em aplica-lo no calculo das imagens.

Resposta a questao 4 (Figura 0.9).
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Figura 0.9 Resposta a questado 4 (Amarildo)

Aqui (Figura 0.9) o aluno resolve corretamente e consegue, sem dificuldades,
considerar uma fungdo como argumento da outra e, consequentemente, fazer a
composicao de fungao, para além de uma mera substituicao de x por g(x) ou de x por
f(x). Nota-se que, nesta representagdo de dominio de fungao, o aluno esta acima da
acao elementar, acima da incipiéncia, esta a nivel de processo, pois o0 seu raciocinio
nao se atem a uma mera substituicdo da variavel independente. Temos aqui mais uma
representacdo de dominio de fungdo em que o aluno apresenta bom desempenho,
considerando as dificuldades em exercicios em que o dominio é apresentado de forma
diferente, podemos inferir alguma memorizagdo de exercicios tipicos por parte do
aluno.

Entrevistador: Que diferengas pode indicar entre as alineas a) e b)?

Amarildo: Nas duas alineas, a partir de f(x) e de g(x) fizemos duas novas
fungdes. Tinhamos dois dominios e duas imagens, passamos a ter
um de cada. Na alinea a) o dominio é de g(x) e a imagem é de f(x),
na alinea b) é o contrario.

Resposta a questao 5 (Figura 0.10).
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Figura 0.10 Resposta a questdo 5 (Amarildo)

Nesta resolucdo (Figura 0.10), embora ndo apresente os passos que o levaram a
solugdo, o aluno consegue responder corretamente. Atendendo as dificuldades
apresentadas na resolucado da 6.2 questdo, que concetualmente nao difere da 5.2,
podemos inferir que a solugdo que o aluno apresenta desta questdo pode ser
resultante de exclusdo de solu¢gdes menos provaveis, nomeadamente as alineas a),
b) e d), tendo-lhe restado apenas a alinea c).

Entrevistador: A 6.2 questéo ficou por responder. Quer dizer algo a respeito?
Amarildo: Nao vi bem o que tinha que fazer.

Entrevistador: O mesmo que na 4.2 e na 5.2 questdes.

Amarildo: Como assim?

Entrevistador: [Indicando a tabela dos valores das fun¢des] Por exemplo para
f(g(1)), g(1) = 6 encontra-se na intersegdo entre a coluna em que
x =1 com alinha g(x), da para entender?

Amarildo: Sim, é a imagem de g(x), quando x = 1.

Entrevistador: Certo. [Indicando a tabela dos valores das fungbes] Agora,
considerando este resultado como sendo valor de x, do mesmo modo
procuramos por f(g(l)), € 0 mesmo que dizer procuramos por f(6).

Amarildo: OK, OK, estou a ver.

Entrevistador: Ent&do, a que resultado chegamos?
Amarildo: f(6) = 5.

Entrevistador: E f(g(1))...?

Amarildo: Igual a 5, também. E a mesma coisa.

Das trés questodes relacionadas com funcdes compostas, 4, 5 e 6, a 6.2 € a Unica que
fica por responder. As duas primeiras foram respondidas corretamente, ja a ultima fica
totalmente em branco. Isto deve-se ao facto de se Ihe apresentar um mesmo conceito
de maneira diferente, uma mudanga de quadro, maneira nova para o aluno, problema
novo para o aluno, o que revela dificuldade de descapsular o conceito, considerar
outros conceitos e voltar a capsular um conceito que ja mostrou dominar, quando
apresentado de maneira mais simples. Alguns esclarecimentos relacionando essa
forma diferente de apresentar o conceito com as duas primeiras elucidaram o aluno
durante um breve dialogo com o investigador.

Do ponto de vista algébrico, o Amarildo resolve corretamente exercicios que Ihe sdo
tipicos, tendo dificuldade em descapsular e voltar a capsular conceitos em exercicios
diferentes dos que Ihe sao tipicos. Nota-se claramente que tinha interiorizado alguns
processos e que, consequentemente, faciimente prescindia de alguns passos para
seguir em frente nas suas resolucdes. E capaz de, por si s6, chegar ao fim de uma
resolucao, rever todos os passos anteriores e encontrar e corrigir insuficiéncias.
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Progride bem e com firmeza. Em termos de representagdo numérica das fungdes tem
alguma dificuldade a partida, depois de alguns esclarecimentos, consegue enquadrar-
se satisfatoriamente, dando os passos seguintes por si s6. Na perspetiva de
representacdo numerica, ndo esta muito longe de evoluir do nivel de ag&o para o nivel
de processo. No que a representagao grafica diz respeito, o Amarildo apresenta um
bom desempenho. E capaz de reconhecer funcdes e suas carateristicas a partir dos
seus graficos. Em relagdo ao conceito que tem e a capacidade de descricao do que
faz, consegue transmitir a ideia de fungdo sem dificuldades. Principalmente com
exemplos, consegue apresentar a relagao entre os subconceitos presentes dentro do
conceito de fungéo.

Em relagao as dificuldades enumeradas por Tall (1992) na aprendizagem do Calculo,
o aluno tem dificuldades em lidar com a representacao tabular de funcdo. Sobre as
agdes mentais de Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008), (Tabela 9), identificamos
a 1 (na Figura 0.4 o aluno apresenta a relagdo de dependéncia de y em x). Em relagéo
as categorias da Taxonomia de Prontiddo do Conceito de Calculo de Carlson,
Madison, & West (2015) (Tabela 11) — (1) habilidades de raciocinio, (2) compreender,
representar e interpretar padrées de crescimento de funcéao, (3) compreender e usar
conceitos e ideias, (4) compreender ideias centrais de trigonometria, (5) outras
habilidades —, o aluno tem dominio consideravel, o que o torna apto a frequentar a
unidade curricular de Calculo.

3.1.1.3 Amaro

Resposta a questdo 1 (Figura 0.11), onde se pergunta o que entende por fungao.
Nota-se aqui autorreferenciacdo no conceito que apresenta de fung¢ao, o que denota,
a partida, falta de argumentacéo formal.
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Figura 0.11 Resposta a questao 1 (Amaro)

Entrevistador: Na sua resposta a primeira questdo do questionario, “O que
entende por funcdo?”, respondeu que “Uma funcdo € uma funcao
onde a variavel é determinada por uma incégnita.”. Se vocé me
perguntasse “O que é a Matematica?” e eu Ilhe respondesse que “A
Matematica é a Matematica onde se trabalha com numeros.”, estaria
satisfeito com a minha resposta?

Amaro: Nio.
Entrevistador: Porqué?
Armaro: Estariamos a falar da mesma coisa!

Entrevistador: Isto é autorreferenciacdo. Responder apoiando-se no conceito
perguntado. Isto em si ndo € mau, por exemplo, utiliza-se de maneira
bem-sucedida para definir o fatorial de um numero, n!. Mas para o
caso de fungdes, no geral, € necessario recorrer-se a subconceitos,
conceitos dentro do de fungado. Quer tentar definir outra vez?
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Amaro: Hm... Tipo dominio, contradominio, variavel independente, variavel
dependente, grafico...

Entrevistador: Aos subconceitos e as relagdes entre eles.

Amaro: O dominio transforma-se no contradominio através das variaveis
independentes e dependentes.

Entrevistador: E por ai.

Entrevistador: No que diz respeito ao subconceito “incégnita®, o que |he
parece? Por que razao o inclui no conceito que apresenta de funcio?

Amaro: Porque nés vamos atribuindo valores a incognita e, assim, vamos
sabendo o seu valor e 0 da imagem.

Mas se atendermos ao que descreve nas entrevistas, notamos que depois de algum
tempo de conversa e direcionamento, consegue sair do discurso concreto e
autorreferenciado para o genérico com referéncia a subconceitos. Trata-se de um
aluno que, com um bom asseguramento do nivel de partida, facilmente retoma o rumo
certo. Fica evidente a dificuldade que o aluno tem em lidar com o conceito de variavel.
Das suas trés categorias, como classificadas por Trigueros & Usini (2003), incognita,
numero geneérico e variaveis relacionadas, a que se utiliza no conceito de fungédo é a
de variaveis relacionadas. O aluno manifesta uma visdao, ainda que
inconscientemente, da fungdo como equacdo, onde se procura o(s) valor(es) da
incdgnita que a satisfagam. O aluno apresenta um conceito incipiente de fungéao.

Durante a entrevista, ao relacionar subconceitos dentro do de fung¢do, o aluno
manifesta uma visdo de covariacdo entre o dominio e o contradominio, entre as
variaveis independente e dependente, aquilo a que Oehrtman, Carlson & Thompson
(2008) chamam de agao mental 1.

Resposta a alinea a) da questéo 2 (Figura 0.12)
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Figura 0.12 Resposta a alinea a) da questéo 2 (Amaro)

Na resolucao da alinea a) da questao 2 (Figura 0.12), sobre o célculo da imagem da
~ x+1 1 ~ .
fungéo f(x) = — hos pontos 2, s —2 e 0. Notamos, na resolucio, a capacidade
que o aluno tem de atuar a nivel de acado. Trata-se de sequéncias com as quais esta
bastante familiarizado, o que Ihe permite abordar a questdo sem dificuldade. Apesar
disso, € importante ressaltar uma lacuna concetual, quando substitui o ponto —2 na
funcdo. Neste caso, em que também se engana no sinal do numerador, em vez de

. 1 ~ . . .
simplesmente parar em ;e declarar que nao existe imagem no ponto de abscissa —2,

colocando a seguir o simbolo A, segue em frente considerando que tal quociente
resulta em oo. Ora, ndo estamos a lidar com quantidades que se aproximam
infinitamente a um ponto, mas sim com quantidades exatas. Provavelmente o aluno
fez confusdo com o conceito de limite, conceito novo no Ensino Secundario.

Resposta a alinea b) da questdo 2 (Figura 0.13).
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Figura 0.13 Resposta a alinea b) da questao 2 (Amaro)

Resolucdo da alinea b) da questdo 2 (Figura 0.13), em que se pede o dominio da
fungédo f(x) = i—z Embora com falha na representagéo intervalar do conjunto do
dominio da fungdo, esta aqui uma resolugédo que chega ao resultado procurado. A
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representacao intervalar apresentada é |—2, +oo[, quando o correto seria |—o, —2[ U
]—2, +oo[. Portanto, o aluno consegue apresentar algebricamente o resultado, mas,
por fraca compreensao, nao consegue apresenta-lo em forma de intervalos.

Resposta a alinea a) da quest&o 3 (Figura 0.14).
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Figura 0.14 Resposta a alinea a) da questédo 3 (Amaro)

Na alinea a) da questao 3 (Figura 0.14), em que se pede a imagem de uma fungao de

x342x+1 sex<1

dois ramos, f(x) = {1- - ,
f(x) {1 «/¥+1C_OxS(x 1) sex>1

que requer alguma analise no lugar de mera agdo. Na alinea a), o aluno deve
identificar o ramo da fungao onde trabalhar, s6 depois disso partir para a procura das
imagens. O aluno n&o explicita na sua resolu¢ao a etapa em que seleciona o ramo em
que trabalha, diretamente trabalha no primeiro. Em nossa analise, explicitar seria:
f(1)=13+2-1+1,paraoponto1,e f(0)=03+2-0+0, para o ponto 0. f(1) e
f(0) revelam que se esta a substituir na fungdo dada e nao diretamente num dos seus
ramos. Claro, chega-se ao mesmo resultado, mas explicitar (1) e £(0) revela melhor
entendimento do conceito de fungao e, consequentemente, maior capacidade de se
ajustar em situagdes novas ou aparentemente novas. Por outro lado, atendendo o
nivel do aluno, nao explicitar (1) e f(0) revela capacidade e sintese, revela escolha
deliberada e com conhecimento.

nos pontos 1 e 0. E daquelas questdes

Resposta a alinea b) da questdo 3 (Figura 0.14)
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Figura 0.15 Resposta a alinea b) da questédo 3 (Amaro)

Na alinea b) da questéo 3 (Figura 0.14), em que se pede o dominio da fungao, o aluno
revela dificuldades, ao fazer algo desnecessario e contraditorio em relacdo ao
entendimento manifestado na alinea a). O ponto 1 faz parte do subdominio do primeiro
ramo da fungéo e, desta maneira, ndo é motivo de analise no segundo ramo da fung&o.
Notamos que o erro da resolucao parte do conceito que o aluno tem de funcao de dois
ou mais ramos, o erro esta no inicio da resolucdo. Ja foi possivel notar que
algebricamente o aluno tem capacidade para os passos subsequentes. Relacionando
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as resolugdes das alineas a) e b), podemos inferir que a escolha do ramo em que o
aluno calcula as imagens n&o foi racional, embora seja a escolha correta.

Resposta a 4.2 questao.
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Figura 0.16 Resposta a alinea a) da questao 4 (Amaro)
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Figura 0.17 Resposta a alinea b) da questao 4 (Amaro)

Resposta a alinea a) da questao 4 (Figura 0.16 eFigura 0.17), em que, dadas duas
fungdes, f(x) = ﬁ e g(x) =3x, pede-se fog e gof, nas alineas a) e b),
respetivamente. Aqui o aluno exibe uma resolugdo bem conseguida em ambas
alineas. Revela boas capacidades algébricas ao conseguir considerar uma fungéo no
lugar da variavel independente da outra. Revela boas habilidades em lidar com os
simbolos. Algebra ndo é um problema para o Amaro. Apesar de tudo, ainda faz

o

confusdo entre fungao e expressao algébrica ao usar o simbolo “=” no lugar de “=".
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Figura 0.18 Resposta a questao 5 (Amaro)
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O dominio que o aluno tem sobre fungbes compostas ja € do nosso conhecimento e
podemos constatar na resolugdo da questéo 4 (Figura 0.16 e Figura 0.17). Aqui, na
questao 5 (Figura 0.18), o mesmo conceito é tratado, mas apresentando-se uma
funcdo na forma algébrica e a outra em forma de grafico. Apesar das condi¢des
aparentemente diferentes, é possivel constatar a capacidade do aluno trabalhar com
o conceito de funcdo composta sem dificuldades. E de realgar também o bom
desempenho algébrico apresentado pelo aluno ndo sé nesta resolugéo, mas também
nas resolucdes anteriores.

Resposta a questao 6 (Figura 0.19).
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Figura 0.19 Resposta a questao 6 (Amaro)

Na questado 6 (Figura 0.19) mais uma vez o aluno trabalha com fun¢gées compostas,
desta vez ambas apresentadas na forma tabular. Nas alineas a), b), c) e d) realiza
todos os procedimentos de forma correta.

Entrevistador: Estas sdo as suas resolugcdes das questdes 4, 5 e 6. Quer
comenta-las?

Amaro: Na 4 alinea a), mudamos o dominio de f(x) de x para g(x) e, na
alinea b), trocamos as posi¢cdes das fungdes e fizemos o mesmo.
Temos duas fungdes novas em que dominio € uma fungéo e aimagem
€ outra.

Entrevistador: Nas questbes 5 e 6, pode indicar-me as fungdes novas que
encontrou?

Amaro: Ai...

Entrevistador: Sem formas analiticas, como conseguiu resolver as questdes 5
e 6?
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Amaro: Ja se da conta de como fazer pelo exercicio. Usando os dados do
exercicio, mesmo sem a forma analitica das funcbes, deu para
resolver.

O Amaro é um aluno de rendimento médio alto. Quanto a perspetiva algébrica de
funcbes apresenta um bom desempenho no trabalho com as formas analiticas de
funcdes. Consegue reconhecer os tipos de fungéo, bem como as suas carateristicas
gerais. Muitas vezes a operacionalizagado na procura do dominio e do contradominio
da fungao coincidem com o que ele ja antevé, o que claramente nos mostra que o
aluno tem interiorizados processos e, portanto, trabalha a nivel de processos com
boas aspiragdes para trabalhar a nivel de objeto. No que diz respeito aos conceitos
que tinha e a capacidade de descricdo dos mesmos, predominantemente com
exemplos, explica o conceito de fungao, apresenta os elementos que fazem parte do
conceito, bem como a sua relagdo. Importa assinalar a dificuldade que tem na
representacio intervalar do dominio — como exemplo temos a resolu¢ao da questao
2b —, bem como a dificuldade que tem na identificacdo do dominio de funcdes de dois
ou mais ramos como acontece na questdo 3b). Tem dificuldades em apresentar o
conceito de maneira genérica sem se prender a exemplos.

No que diz respeito as representag¢des grafica e numérica de fungdes (Figura 0.18 e
Figura 0.19), constata-se a visdo de processo das fungdes tida pelo aluno, conforme
abordado por Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008, p. 36), (Tabela 8). O aluno
coordena sem dificuldades os processos de entrada e de saida de elementos do
dominio e de elementos do contradominio, respetivamente. A capacidade de
coordenacao nota-se também no que a representagao grafica diz respeito, consegue
facilmente associar expressdes analiticas a representagdes graficas de funcgdes.
Consegue identificar carateristicas de fun¢des a partir dos seus graficos. Consegue,
analisando graficos de fungdes, ter uma ideia mais ou menos precisa, conforme o
caso, dos zeros da fungdo. Consegue reconhecer o dominio e o contradominio da
fungdo a partir da sua representagao grafica. Na resolugdo da equagao (f o g)(x) =
0, tendo o ponto y = 0 do contradominio, o aluno consegue fazer a reversdo do
processo e chegar a solugao da equacéo. Independentemente da existéncia da forma
analitica, independentemente da existéncia de férmulas de fungdes, o aluno consegue
dar resposta as questdes que lhe sdo apresentadas com muito pouca dificuldade. Pelo
que apresenta nas suas resolugdes e em frases como “ja se da conta de como fazer
pelo exercicio”, o aluno revela capacidade de imaginar todo o processo sem ter que
executar cada acado, sem ter que passar minuciosamente por cada agcdo das suas
resolucdes. A sua pratica revela uma visao dindmica das fungdes e nao restrita ou
estatica a determinados pontos do dominio.

Do exposto acima, pode-se fazer aferigdes sobre as agdes mentais dos alunos no que
diz respeito a covariagao, conforme Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008), (Tabela
9), abordam. No trabalho feito pelo aluno na representagdo grafica de fungdes
constatamos a acdo mental 1, pois, nas resolugcdoes de exercicios de composi¢cao de
funcdes € notodria a capacidade de coordenar a dependéncia de uma variavel noutra.

3.1.1.4 Ana
Resposta a questao 1 (Figura 0.20), em que se pergunta o que entende por fungéo.
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Figura 0.20 Resposta a questédo 1 (Ana)

Entrevistador: Quer acrescentar alguma coisa ao conceito que apresentou de
funcao no questionario?

Ana: [siléncio reflexivo]

Entrevistador: Quer falar um pouco da relagdo existente entre os conjuntos A
e B?

Ana: Posso dar exemplo?

Entrevistador: Conforme preferir.

Ana: Por exemplo, na questao 2 a relagado que existe entre os conjuntos A e
Béfx)= i—: porque permite transformar elementos do conjunto A
em elementos do conjunto B.

O conceito de fungao apresentado pela Ana revela-se incompleto, pelo que nao se
consegue perceber que conjunto corresponde ao dominio e que conjunto corresponde
ao contradominio, ndo se consegue também perceber como a relagdo pode ser
expressa e que conjunto ela transforma no outro. O conceito esta incompleto, mas
nao necessariamente errado e, na descricao que a aluna tem a oportunidade de fazer
ao longo da entrevista, podemos perceber que ela tem maior dominio do conceito de
funcdo do que aquilo que apresenta por escrito, ou seja, apoiando-se na expressao

e ~ +1 . . .
analitica da questéo 2, f(x) = % explicou como associar elementos do conjunto A a

elementos do conjunto B. A medida que reflete sobre o conceito de funcdo, em parte
por forca dos exercicios que lhe sdo apresentados, a aluna vai reconhecendo e
adicionando propriedades ao seu conceito de fungao, ou seja, ocorre aprendizagem.
A aluna revela um nivel de compreensao do conceito de fungao instrumental.

Resposta a questao 2 (Figura 0.21).
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Figura 0.21 Resposta a questado 2 (Ana)
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Na questao 2 (Figura 0.21), pede-se a imagem da fungao f(x) = i_:; nos pontos 2,

—%, —2 e 0. Falta algum rigor na apresentacao das imagens dos pontos 2, —%, —2e

0. Todas elas sao apresentadas na mesma sequéncia de passos, sem indicacdo do
ponto cuja imagem se esta a calcular, o que faciimente confunde observadores menos

atentos. Na apresentagao da imagem do ponto —%, o resultado € uma fragéo cujos

numerador e denominador sdo dizimas, o que, mesmo nao estando errado, nao
corresponde ao que é padrao na apresentacao de resultados fracionarios. O padrao
€ apresentar a fracdo simplificada, portanto, falta aqui a reificagcdo dos conhecimentos
sobre fragdo, o que dificulta obter e trabalhar com objetos fracionarios. Na

~ . . 1
apresentacdo da imagem do ponto —2, em vez de simplesmente parar em ;e declarar

que nao existe imagem no ponto de abscissa —2, colocando a seguir o simbolo 3#,
segue em frente considerando que tal quociente resulta em 0. Nao se trata de um
caso com numerador igual a 0 e o denominador diferente de 0, trata-se do contrario,
deste modo, o 0 n&o pode ser elemento absorvente. A aluna revela dificuldade em
reificar algumas propriedades aritméticas. Confunde alguns elementos do
contradominio com o contradominio da fungdo. O conceito que tem de dominio é
incipiente, para a sua determinag&o a aluna considera o numerador como g(x) € o
denominador como h(x) e procura a intersegédo entre ambas fungdes num sistema de
duas equacgdes. Ora, uma vez que em fungdes racionais um polinémio do primeiro
grau como numerador, como é o caso, nao tem qualquer influéncia na determinagéo
do dominio, o procedimento usado pela aluna ndo é sustentavel e, claro, ndo produz
os resultados desejados.

Resposta a questado 3 (Figura 0.22).
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Figura 0.22 Resposta a questado 3 (Ana)

Em relagéo a questao 3 (Figura 0.22), na alinea a), a aluna volta a apresentar falta de
rigor. Nota-se que consegue chegar ao resultado, mas carece de algum rigor na
apresentacao dos passos que a levam a tal. A fungao é de dois ramos, antes de se
trabalhar a nivel de um dos seus ramos é importante indicar a substituicdo do ponto
na funcdo principal e, s6 depois disso, trabalhar a nivel de um dos seus ramos. Para
além disso, na substituicdo do ponto 1 comete um erro aritmético, obtendo a imagem
3 em vez da imagem 4 que seria o correto. Na alinea b) do mesmo exercicio, ao
associar x = 1 ao segundo ramo, erra na apresentagcao do dominio da funcéo. Nota-

100



se que a aluna tem alguma capacidade de sintese nas suas resolugdes, mas € preciso
nao confundir a sintese propria de quem trabalha a nivel de objeto com falta de rigor
na apresentacdo da resolucdo. Portanto podemos considerar que apresenta um
conceito de nivel incipiente.

Resposta a questao 4 (Figura 0.23).

& |:11.' - ll'.":"'-
|":': ,-.':':-..' ._f' r = -L"' -
L \/ &
- 1 | i
1 LT
i | P 1 . -
B A |,‘._J:|l| ", ] .:I_ - - __,.
i :FF_-FI-E' : | E f - Y -4
|. iy g 'I :‘II ¥
| Jpe = gt~
i /

) Gof (#

Figura 0.23 Resposta a questao 4 (Ana)
Entrevistador: Em relagao as questdes 4, 5 e 6, quer dizer alguma coisa?

Ana: Na quatro pusemos uma funcdo dentro da outra. Na 5 e na 6
apresentamos os resultados.

Entrevistador: Chegou aos resultados de maneira muito sintética nas
questdes 5 e 6. Pode explicar como la chegou?
Ana: Na questao 5, primeiro usei a fungéo g(x) = cos x, depois usei a fungao
f(x) que é o grafico. Na 6 usei a tabela e, dependendo do caso, usei
primeiro uma fungao e depois a outra.
A aluna resolve a questado 4 (Figura 0.23), sobre a composigao das fungdes f(x) =
ﬁ e g(x) =¥Yx, fog e gof, corretamente. Mostra conhecer os simbolos e sabe

utilizar as relagdes existentes entre os mesmos, o que lhe permite chegar ao resultado
final correto de maneira correta. A aluna mostra capacidade de coordenar a
dependéncia de uma variavel noutra, o que € um sinal da agao mental 1 (coordenar a
dependéncia de uma variavel noutra variavel) de Oehrtman, Carlson, & Thompson
(2008), bem como de interiorizagdo de um processo.

Resposta a questédo 5 (Figura 0.24).
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Figura 0.24 Resposta a questédo 5 (Ana)
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Na resposta a questdo 5 (Figura 0.24), embora nao tenha apresentado os passos
pelos quais passa para chegar ao resultado, a aluna chega ao resultado correto. Volta
a ser pouco rigorosa na apresentacao da resolugdo, mas mantém evidente o dominio
que tem de composicao de fungdes. Este € um sinal de bom desempenho algébrico.

Resposta a questao 6 (Figura 0.25).
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Figura 0.25 Resposta a questao 6 (Ana)

Na resolucéo da questao 6 (Figura 0.25), em todas as alineas a aluna encontra
o resultado correto. Pode-se notar, na entrevista, que nao é fruto do acaso. Mais uma
vez fica evidente o dominio que a aluna tem da composicado de fungdes. E um conceito
de que ela tem dominio mesmo apresentado sob diversas perspetivas: algébrica,
grafica, numérica ou descritiva.

A Ana é uma aluna de rendimento médio. A nivel algébrico, trabalha bem com as
fungdes. Sintetiza passos de procedimentos, o que permite a ela chegar aos
resultados que procura em pouco tempo. Revela-se firme, serena e com uma
cadéncia regular nas suas resolugdes, denotando familiarizagdo com o que se depara
e com o que faz. A nivel da representagdo numérica, o quadro repete-se, consegue
identificar o dominio, o contradominio e, as vezes, até arrisca com sucesso em dizer
a lei que permitia transformar elementos do dominio em elementos do contradominio
da funcdo. A nivel da representagcdo grafica, no exercicio 5, consegue identificar
dominio, contradominio, zeros, entre outros elementos. No que diz respeito ao
conceito que tem de fungdo, bem como a capacidade de descri¢cdo, no inicio teve
dificuldades assinalaveis, referindo-se a fungdo apenas como a relagao entre dois
conjuntos A e B, mas, a medida que foi resolvendo outros exercicios, por via de
exemplos reconheceu e indicou outros elementos do conceito de fungao.

Em relagao a distingdo que Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008), (Tabela 8), fazem
de visao de acao e de visdo de processo, constatamos que a Ana esta mais inclinada
para a visao de processo. Consegue trabalhar com fungao sem a forma analitica, sem
uma férmula, reconhecendo ser um processo de entrada e de saida de elementos de
um conjunto para elementos de outro. Embora ndo dando muitos detalhes, tanto na
resolugdo como na entrevista, nas questoes 5 e 6 (Figura 0.24 e Figura 0.25), revela
capacidade de reversao do processo que associa valores do dominio a valores do
contradominio de uma funcdo, bem como capacidade de combinar e coordenar
processos de entrada e saida de valores na composicdo de fungdes. No que diz
respeito a covariagdo, conforme abordada por Oehrtman, Carlson, & Thompson
(2008), (Tabela 9), podemos constatar na aluna a agdo mental 1, pois usa a relagao
de dependéncia entre as variaveis.

3.1.1.5 Armindo
Resposta a questao 1 (Figura 0.26).
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Figura 0.26 Resposta a questdo 1 (Armindo)

O aluno apresenta um conceito de funcédo confuso, o qual fica dificil relacionar com a
definicdo de fungdo. Na entrevista ndo acrescentou elementos novos, mantendo,
assim, o conceito apresentado no questionario, em que s6 faz mengao a um intervalo.
Podemos concluir que ha necessidade de se melhorar o conceito que tem de funcao
que revela ser incipiente.

Resposta a alinea a) da questéo 2 (Figura 0.27).
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Figura 0.27 Resposta a alinea a) da questao 2 (Armindo)
Na resposta a alinea a) da questao 2 (Figura 0.27), notamos falta de rigor na forma
como o aluno apresenta a sua resolugdo. Em nenhum momento escreve f(2), f (— %)

f(—=2) ou f(0), ndo deixando, assim, claro o objeto que esta a ser usado para calcular
a sua imagem. Os simbolos de equivaléncia e de implicagdo — "& " e "= ",
respetivamente — sdo usados de uma maneira completamente aleatéria e desprovida
de sentido. Isto mostra falta de dominio dos simbolos matematicos, o que por si s6
constitui um obstaculo na compreensao de varios conceitos matematicos. Ainda assim

e com alguma atengao, pode-se notar as substituicdes feitas dos objetos 2, —%, —-2e
0 para o calculo das suas imagens. Em relagdo ao objeto 2, a substituic&do foi correta,
em relagao ao objeto —%, o aluno nao apresenta a fragao resultante na forma padréo,

. ~ . 1
embora esteja certo. Em relagcéo ao objeto —2, o aluno apresenta — 5= —1, revelando

um problema com a divisibilidade por 0. Em relagdo ao objeto 0, o resultado esta
correto. O aluno manifesta um desempenho aritmético razoavel quando estao
envolvidos calculos aritméticos simples. Em situacbes mais complexas esse
desempenho perde-se completamente.

Resposta a alinea b) da questéo 2 (Figura 0.28).

Figura 0.28 Resposta a alinea b) da questdo 2 (Armindo)

Entrevistador: Tem alguma coisa a acrescentar a resolugdo que apresenta?
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Armindo: [siléncio]

Entrevistador: Por que raz&o exclui o -1 do dominio?
Armindo: Porque anula o denominador.
Entrevistador: Qual € o denominador?

Armindo: O denominador é... x + 2. OK, estou a ver.

Neste caso nota-se que o aluno tem nocédo do que ha por fazer: considerar como
dominio todos os numeros reais, excluindo o que anula o denominador. Mas falta a
concretizacido do procedimento. A apresentacao dos passos da resolugao facilitaria a
analise. Na entrevista o0 mesmo mostra ter confundido o denominador com o
numerador, evidenciando assim a falta de compreensao na operacionalizacdo do
contradominio.

Resposta a questao 3 (Figura 0.29).

Figura 0.29 Resposta a questdo 3 (Armindo)

Na resposta a questao 3 (Figura 0.29), na alinea a), o aluno volta a apresentar falta
de rigor. Apresenta um resultado correto, mas falta-lhe rigor na apresentagcado dos
passos que o levam ao resultado. A determinada altura o x mais parece um n, situagao
que facilmente confunde o observador menos experirente. A fungao € definida por dois
ramos, antes de se trabalhar a nivel de um dos seus ramos & importante indicar a
substituigdo do objeto na fungéo principal e, s6 depois disso, trabalhar a nivel de um
dos seus ramos. Na alinea b) do mesmo exercicio ndo acerta no resultado nem
apresenta a resolugdo que o tera levado a tal resultado. Infere-se que fez uma
resolugao padrao do dominio das fungdes racionais, ignorando que 1 ¢ |1, +o[. Este
procedimento indicia mecanizag¢ao no lugar de compreensao.

Resposta a questao 4 (Figura 0.30).
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Figura 0.30 Resposta a questado 4 (Armindo)
Entrevistador: Pode explicar o que fez nas questdes 4, 5 e 6?

Armindo: Na 4 fizemos a composta de x pela outra fungéo, g(x) na alinea a)
e f(x) na alinea b).

Entrevistador: O que tem a dizer sobre as igualdades [0 entrevistador indicou
as igualdades f(g(x)) = Yx e g(f(x)) = =7

Armindo: E onde vamos substituir g(x) = ﬁ e a funcéo f(x) = Vx.

Entrevistador: OK. Como resolveu a 5?
Armindo: Primeiro pela fungao trigopnométrica, depois pela fungao grafica.
Entrevistador: E a 67

Armindo: Primeiro uma funcéo, depois a outra. As vezes a primeira é f(x)
outras vezes a primeira é g(x).

Neste caso o resultado final da alinea b) esta correto, ja o da alinea a), no fim,

apresenta o denominador ¥x — 1 em vez de ¥/x — 1. Os passos dados para chegar
aos resultados revelam alguma mecanizagao e inconsisténcia do que se fazia, o que

se confirma na entrevista e nas duas igualdades seguintes: f(g(x)) = Yxe g(f(x)) =
ﬁ . Ha aqui uma clara confus&o entre os simbolos e o que eles representam. O aluno

tem problema de representacao da fungdo composta, faz em duas etapas, no entanto,
a primeira ndo é representada corretamente. Conhece o procedimento, mas tem
dificuldades na sua aplicacido. Parece ter memorizado — e nao compreendido — um
conjunto de procedimentos que ndo consegue apresentar com um bom desempenho.

Resposta a questao 5 (Figura 0.31).
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Figura 0.31 Resposta a questdo 5 (Armindo)

Na resposta a questdo 5 (Figura 0.31), o resultado apresentado esta correto. A
explicacdo apresentada pelo aluno durante a entrevista ndo €& adequadamente
sustentada, pois justifica a sua resposta dizendo que fung¢des usa, sem dizer como.

Resposta a questéo 6 (Figura 0.32).
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Figura 0.32 Resposta a questédo 6 (Armindo)

Na resposta a questdo 6 (Figura 0.32), repete-se o cenario da resposta a questao
anterior no sentido em que o aluno apresenta diretamente o resultado sem apresentar
passos intermédios. O aluno explica a sequéncia de composi¢cao da funcao, dizendo,
por exemplo na alinea a) f(g(1)), “primeiro analiso na linha do x, depois analiso na
linha do g(x) e, no fim, na linha do f(x)”, referindo-se as linhas da tabela da questao
6.

O Armindo é um aluno de nivel de aproveitamento escolar fraco. No que toca a
representacdo algébrica tem a capacidade de reduzir alguns passos no papel,
fazendo-os mentalmente. Fa-lo com mais seguranca do que hesitagdo, ndo é téao
regular nos seus avangos. Nalguns instantes faz curtas paragens para melhor analisar
o que faz, dentre os processos mentais que mostra ter interiorizado, parece estar a
aprimorar mais alguns para enriquecer o seu leque de processos. No que diz respeito
a representacdo numeérica, diferentemente do que acontece no trabalho com a
representacdo algébrica, precisa de mais tempo para reconhecer o que se lhe
apresenta e para identificar o que concretamente precisa de fazer para executar uma
tarefa. Feito o reconhecimento, com ou sem ajuda, trabalha ao nivel de agdo sem
quaisquer problemas. No que toca a representacao grafica, mostra um desempenho
semelhante ao que tem na representacdo numeérica. Precisa de um impulso ou de
algum tempo para reconhecer o que se lhe apresenta e o que se Ihe pede. Vencida
esta etapa, consegue caminhar a nivel de agéo por si s6. Em relagdo ao conceito que
tem e a capacidade de descrigdo do que faz, ndo consegue apresentar o conceito de
funcdo de maneira clara.

Constatamos no aluno dificuldades identificadas por Tall (1992) na aprendizagem do
Calculo, nomeadamente uma imagem mental de funcdo restrita, dificuldades em
manipulagéo algébrica, bem como preferéncia por métodos procedimentais no lugar
de compreensdo concetual. A luz da distingdo entre visdo de acdo e de processo
defendida por Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008), (Tabela 8), poder-se-ia dizer
que o aluno tem um desempenho independente da expressao analitica que representa
a fungdo. Acontece que, apesar de ser um facto que nalgumas vezes o aluno trabalha
sem formula da fungdo, o aluno ndo consegue explicar com clareza suficiente o
procedimento utilizado. Algebricamente o aluno tem dificuldades em fazer a
compositcdo de fungdes e nao é suficientemente claro quanto aos dois processos
envolvidos, entrada e saida.

3.1.1.6 Edson
Resposta a questado 1 (Figura 0.33).
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Figura 0.33 Resposta a questdo 1 (Edson)
Entrevistador: Quer acrescentar algo a resposta da primeira questao?

Edson: E uma expressdo matematica que envolve uma ou mais incognitas
que se precisa de determinar. Primeiro determina-se x e depois
determina-se y.

O aluno apresenta uma resposta (Figura 0.33) desarticulada e com ideias
incompletas. Durante a entrevista péde-se perceber melhor o que queria dizer. Faltou-
Ihe utilizar linguagem adequada para expressar as suas ideias. Notamos problemas
com o conceito de variavel, conforme abordado por Trigueros & Usini (2003). O aluno
considera as variaveis da fungdo como incognicas, quando o correto € considera-las
como variaveis relacionadas. O aluno apresenta dificuldades na agao mental 1, pois
nao faz mencgao a relacdo de dependéncia entre as variaveis da funcdo, nem faz
mengao a correspondéncia e a sua univocidade entre as variaveis.

Resposta a questao 2 (Figura 0.34).
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Figura 0.34 Resposta a questéo 2 (Edson)

Em relagcdo a alinea a), o aluno apresenta uma resolugdo coerente. No entanto,
confunde o ponto de abscissa x = —%, com o ponto x = % 0 que certamente da lugar
a um resultado diferente do esperado. Ao calcular a imagem de x = —2, conclui que
—% = —oo, confundindo o zero do denominador com quantidades que tendem a 0.

Apresenta confusdo de conceitos, o que tem sido frequente nos alunos a partir do
momento em que comegam a lidar com o conceito de limite de fungéo.
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Em relacado a alinea b) (Figura 0.34), apresenta problemas complexos na simbologia.
A resolucao que apresenta expde claramente tais problemas. Apresenta o dominio
misturando elementos da representacao intervalar com elementos da representagao
de conjuntos. O aluno ndo domina nem a representagéo simbdlica nem o conceito.

Resposta a questao 3 (Figura 0.35).
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Figura 0.35 Resposta a questao 3 (Edson)

O aluno copia mal o exercicio (Figura 0.35). Apresenta uma resolu¢ao sobre algo fora
do que lhe é apresentado. Apesar disso, a resolucdo que apresenta mostra
compreensao de funcdes apresentadas em ramos, pois, do exercicio considerado em
diante a resolucdo esta correta. O aluno tem um desempenho razoavel a nivel
aritmético, em casos simples, mas revela dificuldades em casos mais complexos
(dividir por zero) ou interpretar partes do dominio representadas simbolicamente (por
exemplo x < 1, onde considera como elementos 2, 3 e 4).

Resposta a questao 4 (Figura 0.36).
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Figura 0.36 Resposta a questao 4 (Edson)

Nesta questao (Figura 0.36) o aluno apresenta uma resolugao correta na alinea a) e
incorreta (por falta de rigor na escrita) na alinea b). Falta-lhe rigor nas expressdes que
representam a composigdo de fungdes — fog(x) € go f(x) —, bem como no
resultado final da alinea b). O procedimento de composigao de fungdes ndo esta muito
bem interiorizado, o que se nota na alinea b) por ser inconclusiva.

Resposta a questdo 5. Esta ficou sem resposta tanto no questionario como na
entrevista. O aluno ndo tem interiorizado o procedimento algébrico para fazer a
composicao de funcdes. Nesta questdo as funcdes envolvidas sdo dadas na forma
analitica e na forma gréfica, tornando a composicao mais dificil dai a falta de resposta
do aluno. O aluno tem dificuldades em identificar o dominio e o contradominio, bem
como a relagcado de dependéncia entre as variaveis independente e dependente, de
uma funcdo dada na forma grafica e, consequentemente, em relacionar com uma
funcao dada algebricamente numa operagao de composicao.

Resposta a questao 6 (Figura 0.37).
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Figura 0.37 Resposta a questao 6 (Edson)

Nesta questdo (Figura 0.37), a resolugdo mais parece uma tentativa desesperada de
resolver o desconhecido com base em conhecimentos anteriores. Infelizmente nao
bem-sucedida nem muito clara. O aluno multiplica todos os elementos do
contradominio da fungéo pelo valor considerado de x, € o caso de f(1) =3x1;1X
1;4x1;2x1;2x1;5x1ede f(2) =3%x2;1%x2;4%x2;2%X2;2%2;5%2,0que ndo
esta correto. Isto mostra que ele ndo domina mesmo a composicdo — esta ideia €
reforcada pela nédo resolugdo da questdo 5. Nota-se que domina apenas alguns
aspetos técnicos que correspondem a substituicdo direta em casos simples, mas,
quando o grau de dificuldade aumenta, descapsular e voltar a capsular considerando
outros elementos é uma dificuldade.

O Edson, embora muito preocupado em melhorar, € um aluno de aproveitamento
escolar fraco, com a manipulagdo de alguns conceitos de modo incipiente mas com
boas possibilidades de melhorar o seu nivel de rendimento. Mostra muita forca de
vontade e esta em ascencgao. Parece ter despertado ha algum tempo e estar motivado
para enfrentar o agradavel desafio de aprender mais e melhor. No que diz respeito a
representacao algébrica, consegue reconhecer o que se Ihe apresenta e o que se lhe
pede. Facilmente consegue omitir alguns passos, sendo que outros carecem de um
tratamento minucioso, o que quer dizer que, apesar dos seus esforgos, ainda tem uma
quantidade consideravel de processos por interiorizar. Em relagcao a representagao
numérica, tem um desempenho aceitavel e, com mais alguma aprendizagem, em
pouco tempo pode deixar de lidar com as fungdes ao nivel de acido e passar a lidar
com as mesmas ao nivel de processo. Em relagédo a representacgao grafica, precisa
que se lhe assegure o nivel de partida no que toca a conceitos elementares do sistema
de coordenadas cartesianas e a alguns enquadramentos sobre fungdes. Depois disso
consegue seguir em frente ao nivel de acdo sem grandes dificuldades. No que diz
respeito ao conceito que tem, bem como a capacidade de descricdo do que faz,
apresenta o conceito de fungcdo de maneira incompleta.
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O aluno tem dificuldades com o conceito de variaveis, conforme classificada por
Trigueros & Usini (2003), olha para fungdes como se de equagdes se tratassem,
considerando as suas variaveis como incégnitas em vez de variaveis relacionadas.
Das dificuldades classificadas por Tall (1992) na aprendizagem do Calculo,
constatamos uma imagem mental de fungao restrita, dificuldades em manipulagéo
algébrica, bem como preferéncia por métodos procedimentais no lugar de
compreensao concetual.

3.1.1.7 Eduardo
Resposta a questao 1 (Figura 0.38).
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Figura 0.38 Resposta a questao 1 (Eduardo)

O aluno tenta, de forma simbdlica, apresentar a definigdo de fungéo (Figura 0.38), mas
muito fica por se ilustrar. Ao lhe apresentar a definicdo simbdlica de funcao reconhece
vagamente muitos dos elementos da definicdo, como dominio, contradominio, assim
como variaveis independente e dependente. Constatamos que tem uma imagem
concetual de fungéo fraca. O aluno nao revela desenvolvimento da agdo mental 1 de
Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008), pois ndo faz mengdo a relagdo de
dependéncia entre as variaveis dependente e independente da fungao, o que revela
um raciocinio covariacional fraco. O aluno revela imagem mental restrita de funcgao,
conforme a descri¢gao de Tall (1992). Portanto, o nivel de compreensdo do conceito
de funcao é incipiente.

Resposta a questao 2 (Figura 0.39).
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Figura 0.39 Resposta a questao 2 (Eduardo)

O aluno apresenta muitas debilidades na resolugao (Figura 0.39), debilidades em
termos operatorios e em termos de conceitos. Carece de um trabalho muito profundo

para superacédo das debilidades apresentadas. Na alinea a) substitui objetos sem

. . ~ x+1 0+1 1 0+1
fazer a indicagao adequada, por exemplo f(x) = T2 "o 5 emvez de f(0) = oz

1 . -1 -1 . -
> considera — = 0 emvez de TZ" confunde alguns objetos do contradominio com o
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;o 3 3 1 , . ;o
contradominio como se nota em Imf = {Z; —c OO;E}' Na alinea b) exclui do dominio
tanto o elemento que anula o denominador como o que anula o numerador. Em
relagdo ao elemento que anula o numerador é excusado exclui-lo do dominio. Mostra
assim um fraco dominio deste conceito que parece assentar em procedimentos

memorizados.
Resposta a questao 3 (Figura 0.40).
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Figura 0.40 Resposta a questao 3 (Eduardo)

O quadro nao difere da resolugcéo anterior. O aluno apresenta muitas debilidades na
resolucao (Figura 0.40), debilidades em termos operatérios e em termos de conceitos.
Carece de um trabalho muito profundo para superacao das debilidades apresentadas.
Confunde alguns objetos do contradominio com o contradominio da fungao, o que se

nota em Imf = {4; %} Em relacdo a alinea b), onde se pede o dominio da fungao,

revela mais capacidade procedimental do que concetual, pois o objeto x = 1 pertence
ao primeiro ramo da fungdo e n&o ao segundo, ndo sendo, assim, analisavel no
segundo ramo. Deste modo, o dominio D = R{—1} (onde certamente pretende
escrever D = R\{—1}) ndo esta correto.

As questodes 4, 5 e 6 ndao foram respondidas tanto no questionario como na entrevista,
0 que denota que o aluno tem dificuldade na realizagdo da operacdo de composi¢ao
de fungdes, consequéncia da compreensao incipiente que tem de subconceitos de
funcdo, dominio, contradominio, variavel independente, variavel dependente.

O Eduardo é um aluno de baixo desempenho, um aluno de aproveitamento escolar
fraco com dificuldades de varia ordem, com muitos dos objetivos do Ensino
Secundario por alcancar. A sua compreensao do conceito de fungao € incipiente, tem
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dificuldades na determinagao do dominio, como se pode ver na resolu¢cao da questao
2b) (Figura 0.39). Na relagdo do dominio com o contradominio, ndo evidencia a agéo
mental 1, estabelecendo uma relacdo de dependéncia entre as variaveis
independente e dependente. Estas dificuldades repercutem-se na composigcido de
funcdes, dai a nao resolugcdo das questdes 4, 5 e 6. No que que diz respeito as
dificuldades na aprendizagem do Calculo descritas por Tall (1992) notamos uma
imagem mental restrita de fungdo. Notamos também dificuldades na
operacionalizacao das propriedades dos numeros reais, em particular na confusao em
divisdo por zero e divisdo por quantidades que se aproximam zero. Do ponto de vista
da Teoria da Reificagdo, o aluno encontra-se na fase de interiorizacdo. Do ponto de
vista da teoria APOS, a estrutura mental do aluno encontra-se ao nivel de agdo. O
aluno tem um nivel de compreensédo do conceito de funcgdo incipiente.

3.1.1.8 Efigénio
Resposta a questao 1 (Figura 0.41), em que se pergunta o que entende por fungéo.
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Figura 0.41 Resposta a questao 1 (Efigénio)

O aluno apresenta muitas debilidades na definicdo, debilidades em termos operatorios
e em termos de conceitos. Carece de um trabalho profundo para superacdo das
debilidades apresentadas. Apoiando-se na questao 5 do questionario de caraterizagao
da estrutura cognitiva dos alunos (Apéndice 3), o aluno apresenta um exemplo de
dominio, mostrando ser-lhe mais facil apresentar um exemplo de dominio do que
enquadrar este conceito na definicdo que apresenta de fungdo, mostrando maior a
vontade com representacao simbdlica do que com a descricdo. Apesar do esforco em
se apoiar noutra questdo para definir funcédo, nota-se que o conceito que tem de
funcao é incipiente.

Resposta a questao 2 (Figura 0.42), em que se pede a imagem da fungao f(x) = i_::;

nos pontos 2, —%, —2e0.
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Figura 0.42 Resposta a questao 2 (Efigénio)

Mais uma vez o aluno apresenta muitas debilidades na resolugdo (Figura 0.42),
debilidades em termos operatorios e em termos de conceitos. Na alinea b) mostra
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dificuldades em determinar o dominio e em representa-lo em intervalos. Carece de
um trabalho muito profundo para superagao das debilidades apresentadas.

Resposta a questdo 3 (Figura 0.43), em que se pede a imagem de f(x) =
x3+2x+1 sex<1
{1—ﬁ+cos(x—1) nos pontos 1 e 0.
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Figura 0.43 Resposta a questao 3 (Efigénio)

O cenario ndo difere muito do das questdes anteriores. Importa assinalar a visdo de
incognita que o aluno tem da variavel x e apresenta na sua resolugéo (Figura 0.43).
Nota-se que ele tem tendéncia de determinar o valor de x. O aluno confunde a
representacdo do dominio com a resolugdo de inequagdes, privilegiando uma
abordagem algébrica em detrimento do conceito de fungao definida por dois ou mais
ramos e da resolucdo em consequéncia disso. Mostra ter uma compreensao de nivel
incipiente.

Resposta a questdo 4 (Figura 0.44), sobre a composicao das fungoes, f(x) = ~ e

x—1
gx)=3Vx,fogegof.

Figura 0.44 Resposta a questao 4 (Efigénio)

O aluno faz a composigao f o g, mas depois nao faz a composigéo g o f, em entrevista
diz que achou que “era desnecessario”. A julgar pela resposta que deu na entrevista,
inferimos que o aluno considerou a composi¢cao de fungbes como uma operacao
comutativa, ou seja, na sua visdo foeg=geof, 0 que s6 acontece para casos
particulares.

O Efigénio é um aluno com um nivel de aproveitamento escolar fraco. No que toca a
representacao algébrica, trata-se de um aluno com manifesta dificuldade de fazer o
mais elementar, inclusive o que esta ao nivel de acdo. Em relacédo a representacao
numérica de fungdes, nada apresenta, tanto na resposta ao questionario como na
entrevista. No que a representacgéo grafica diz respeito, o quadro assemelha-se ao da
representacdo numérica. O aluno precisa de trabalho de base para ultrapassar as
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debilidades que apresenta. No que diz respeito aos conceitos que tem, assim como a
capacidade de descrigdo do que faz, ndo consegue apresentar o conceito de fungéo
de maneira satisfatéria, mesmo recorrendo a exemplos.

O aluno nao alcanga varios objetivos curriculares do ensino da Matematica no Ensino
Secundario, a profundidade com que se constata a caraterizagao de Tall (1992) sobre
as dificuldades dos alunos na aprendizagem do Calculo aponta para isso. Em relagéo
a classificagao tripartida feita por Domingos (2003), claro esta que o aluno esta no
nivel incipiente. No que diz respeito a Taxonomia de Prontidao do Conceito de Calculo
(PCC) de Carlson, Madison, & West (2015), nas cinco categorias deste instrumento,
o aluno apresenta dificuldades de base, deixando claro que ndo esta pronto para a
frequéncia do Calculo.

3.1.1.9 Elias
Resposta a questdo 1 (Figura 0.45), em que se pergunta o que entende por fungao.
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Figura 0.45 Resposta a questao 1 (Elias)

O conceito apresentado € confuso (Figura 0.45): “Funcdo € uma relagdo de um
conjunto usualmente que denotamos uma fungdo ou variavel”’. Na entrevista nada
acrescentou a sua resposta. A definicao apresentada pelo aluno menciona a relagao
de um so6 conjunto e de uma s6 variavel. Portanto, ndo temos aqui presente a relagéo
entre dois conjuntos, entre o dominio e o contradominio, nem temos presente a
relagdo de dependéncia entre duas variaveis. A definicdo apresentada pelo aluno néo
apresenta a acao mental 1. Trata-se de uma compreensao incipiente do conceito.

Resposta a questao 2 (Figura 0.46).

Figura 0.46 Resposta a questao 2 (Elias)

Sobre a imagem da fungao f(x) = i—:; nos objetos 2, —%, —2 e 0. O aluno apresenta

muitas debilidades na resolug¢do (Figura 0.46), debilidades em termos operatérios e
em termos de conceitos. Carece de um trabalho profundo para superacdo das
debilidades apresentadas. O aluno calcula imagens da fungédo sem indicar o respetivo
objeto do dominio, apresentando uma dificuldade algébrica elementar. Na
representacdo do dominio, D = {x € R/—1,—2}, embora incorreta, percebe-se que a
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intengédo é escrever D ={x € R|x # —1 Ax # —2}, ou seja, considerar todos o0s
numeros reais excluindo x = —1 e x = —2. O aluno apresenta o dominio excluindo
tanto o elemento que anula o denominador como o elemento que elimina o numerador,
apresenta um problema de conceito na determinagcdo do dominio.

_ x3+2x+1 sex<1
A questdo 3, sobre a imagem de f(x) = {1—\/§+cos(x—1)
1-x
nao foi respondida nem no questionario nem na entrevista, denotando dificuldade no
reconhecimento da representagdo e consequentemente na integragcado desta no seu
conceito de funcéo.

, NOS ontos 1 e 0,
sex>1 P

Resposta a questao 4 (Figura 0.47).
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Figura 0.47 Resposta a questao 4 (Elias)

Sobre a composic¢ao das fungdes f(x) = ﬁ e g(x) = Yx. O aluno, na sua resolugao
(Figura 0.47), confunde composi¢cao de fungdes com produto de fungdes, ou seja,

= . {Yx em vez de (fog)(x) = Vx

1 x+1
Além disso, apresenta falta de rigor na sua resolugéo, por exemplo sem o sinal de

igualdade: onde escreve g(x)Vx deveria ser g(x) = Vx; onde escreve f o gﬁ- Vx
deveria ser (f o g)(x) = — - x.

X
x—1

considera fog =f-g, resultando em f-g =

Resposta a questao 5, (Figura 0.48).

Figura 0.48 Resposta a questao 5 (Elias)

Sobre a composicdo de uma fungado trigonométrica com uma representada
graficamente, constatamos que o resultado (Figura 0.48) apresentado pelo aluno néo

116



esta correto. E notdria a dificuldade que o aluno tem quanto & composicdo de fungédes.
Considerando o fraco desempenho que o aluno apresenta na questdo 4 e
considerando a nao resolucdo da questdo 6, ambas sobre composicdo de funcgoes,
considerando ainda as dificuldades que o aluno apresenta na definicdo de fungao
(questao 1) e na determinagédo do dominio (questéo 2), pode-se inferir que a resposta
aqui apresenta ndo é sustentada por uma resolucgao.

A questdo 6 ndo é respondida nem no questionario nem entrevista. Nas questbes
respondidas o quadro foi essencialmente o mesmo. O aluno apresenta muitas
debilidades na resolugao, debilidades em termos operatorios e em termos de
conceitos. Carece de um trabalho profundo para superacdo das debilidades
apresentadas.

O Elias é um aluno de desempenho mediocre. Em relagao a representacgéao algébrica,
revela um comportamento sequencial explicito com pouca orientagdo. Manifesta
dificuldade de reconhecer os simbolos constantes das expressées com que trabalha,
bem como o papel de cada um deles. Em relacdo a representacdo numérica nada
apresenta, denotando uma perspetiva de fungdo pouco ou nada sustentada na sua
estrutura cognintiva. Quanto a composicdo de fungdo combinando fungéo
trigonométrica, apresentada algebricamente, com outra traduzida na sua
representacao grafica, o quadro nao € diferente. Em relagdo ao conceito que tem e a
capacidade de descricdo do que faz, apresenta o conceito de funcido de maneira
desarticulada sem sequer conseguir estabelecer relagbes plausiveis entre os
elementos que fazem parte do conceito. Apesar de mencionar palavras-chave
relacionadas com o conceito ao longo do seu discurso, apresenta dificuldades de
relaciona-las e concretiza-las nas suas resolugoes.

As dificuldades identificadas por Tall (1992) sao visiveis com profundidade
consideravel. Quanto a Taxonomia PCC de Carlson, Madison, & West (2015), nas
suas cinco categorias o aluno apresenta debilidades consideraveis. O aluno nao
estava pronto para a frequéncia do Calculo.

3.1.1.10 Emanuela

A aluna ndo apresenta a resolugdo de qualquer questdo, mas faz algumas
verbalizagcbes na entrevista.

Entrevistador: O que entende por fungao?

Emanuela: A fungdo tem dominio, contradominio e imagem. Serve para fazer
calculos.

Entrevistador: Que calculos?
Emanuela: Serve para fazer calculos da variavel x.

Quando verbaliza os subconceitos, dominio e contradominio, do conceito de fungao
sem os relacionar, revela indicios da agcdo mental 1 de Oehrtman, Carlson, &
Thompson (2008). Ao se limitar a dizer que “[a fung&o] serve para fazer calculos da
variavel x” como se de uma simples formula se tratasse sem relacionar a uma imagem,
mantém-se no indicio e ndo revela evidéncia de ocorréncia da agdo mental 1. Em
relacéo as dificuldades na aprendizagem do Calculo descritas por Tall (1992), é visivel
a fraca imagem mental de fungéo revelada pela aluna. Quanto as teorias da Reificagéo
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e APQOS, a aluna encontra-se na fase de interiorizagado e no nivel de estrutura mental
acao, respetivamente. Portanto, a aluna tem um nivel de compreensao do conceito de
funcéao incipiente.

3.1.1.11 Conclusodes sobre o conceito de fungao

De uma maneira geral, notou-se que os alunos tinham maior compreensao sobre os
conceitos do ponto de vista algébrico. Deste ponto de vista, mais facilmente
reconheciam os objetos, mais facilmente os manipulavam, mais facilmente os
interiorizavam e os assimilavam como processos, mais facilmente construiam e
reconstruiam novos objetos matematicos. Foi importante estudar as respostas dadas
as questdes relacionadas ao conceito de fungdo, porquanto permitiram-nos ir
assinalando as insuficiéncias que os alunos tinham, o que nos permitiu melhor
entender as suas estruturas cognitivas.

A seguir (Tabela 14) apresentamos uma sintese da caraterizacdo descrita acima. E
importante dizer que com base nas analises feitas foi possivel identificar o nivel de
preparagao dos alunos para a frequéncia do Calculo, alguns reunem requisitos e
outros ndo. A luz da teoria APOS, e no nosso entender, ndo basta que o aluno suprima
etapas de sequéncias de resolugao, € necessario que o faca de maneira natural, de
maneira segura, de maneira corrente, € necessario que observe alguns critérios
levantados em estudos anteriores como o das agdes mentais empreendidas, das

taxonomias ACP e PCC, bem como o critério do raciocinio covariacional.

Tabela 14: Estrutura cognitiva associada ao conceito de fungéo

Repreger!tagéo Represgn_tagéo Representacgao grafica
AlUNo ~ algébrica _ ___numerica . i _
Aca | Process | Objet | Aga | Process | Objet | Aca | Process | Objet
o o o o o o o o 0
Qlexandr X X
Amarildo X X X
Amaro X X X
Ana X X X
Armindo X X X
Edson X X X
Eduardo | X X X
Efigénio X X X
Elias X X X
Emanuel X X X

Tanto a Teoria da Reificagdo como a APOS reconhecem a passagem ciclica pelas
suas fases como forma de a aprendizagem do aluno ascender na hierarquia da
complexidade dos conceitos matematicos. A quebra de ciclos ou a precariedade da
passagem por eles repercute-se nas aprendizagens subsequentes. No caso das
fungdes reais de variavel real, conceitos como os de variavel, de numeros reais e suas
propriedades, bem como de fungdes elementares, na estrutura cognitiva de alguns
alunos — alunos a nivel de agédo na Tabela 14 — n&o atingiram as fases de topo dos
ciclos de aprendizagem das teorias APOS — objeto e esquema — e da Reificagdo —
reificacdo. Esta situacao pressupde rutura de ciclo normal de aprendizagem, o que é
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recuperavel com trabalho extra de superacao. Desta maneira, compreende-se as
dificuldades apresentadas pelos alunos na resolucédo das questdes que se prendem
com o estudo de funcoes.

3.1.2 Estrutura cognitiva associada ao conceito de derivagao

Nesta seccao as questdes do questionario de caraterizagdo da estrutura cognitiva dos
alunos (Apéndice 3) consideradas sao as seguintes:

7. O que entende por derivagao?
8. Derive f(x) = (x? —4)3 + 5.

9. Seja f uma fungao cuja derivada, f’, de dominio R, € dada por f'(x) = (4 + x)2.
Qual das seguintes afirmagdes é verdadeira?

a) O gréfico da fungao f é cdncavo em R.

b) Afungdo f tem um maximo relativo em x = —4.

c) O grafico da fungédo ndo tem pontos de inflex&o.

d) O grafico da fungdo tem um ponto de inflexdo de coordenada (—4,f(—4)).

10.A quantidade (em quilogramas) de café vendia por uma companhia a uma
lanchonete ao preco de p kwanzas por quilograma é dada por Q = f(p).

a) Qual é o significado da derivada f'(6)?
b) f'(6) é positivo ou negativo? Justifique.
3.1.2.1 Alexandra
Resposta a questéo 7. Esta questao foi deixada em branco no questionario.
Entrevistador: O que entende por derivada de uma fungao?

Alexandra: E quando aplicamos regras que transformam a fungdo. Quando é
polindmio subtraimos um ao expoente e multiplicamos pelo expoente,
quando é fragao...

A Alexandra apenas consegue verbalizar partes das regras de derivada, sem mostrar
um conhecimento sélido sobre essas mesmas regras — segundo Sfard (1991) (

Tabela 5), trata-se de uma representacéo interna apoiada por representagdes verbais,
portanto, trata-se de uma concegao operacional; do ponto de vista de Tall (1992) é
uma imagem mental restrita de fungdo, quando este conceito € associado ao de

119



derivada, portanto, € uma imagem mental restrita do conceito de derivada de uma
funcado. Esta conclusao é reforgada com a resolugdo que a aluna apresenta na Figura
0.49, onde, apesar de ela ser capaz de verbalizar a formula da derivada da poténcia
na entrevista, na resolugdo da questdo 8 apresenta dificuldades, ndo chegando ao
resultado esperado. A aluna tem uma compreensao incipiente do conceito de derivada
de uma funcgéo.

Resposta a questao 8 (Figura 0.49).

Figura 0.49 Resposta a questao 8 (Alexandra)

Nesta questdo (Figura 0.49) nota-se que ela tem ideia do que se trata e das regras e
férmulas que deve aplicar. Apesar disto, ndo soube aplicar corretamente a regra da
cadeia e fez confusdo na aplicagao da formula da poténcia. Isto €, também, um reflexo
do seu desempenho nas questdes 5 e 6, onde se trata de fungdes compostas. Mais
uma vez o efeito domind, para quem n&o domina fun¢gdées compostas fica muito dificil
aplicar a regra da cadeia. Dito de outra forma, para uma aluna que nao interioriza o
conceito de fungdo composta de modo a trabalhar a nivel de processo ou de objeto,
torna-se dificil trabalhar ao nivel de agdo com a regra da cadeia. O mesmo acontece
do ponto de vista da Teoria da Reificagdo, onde se pode dizer que a aluna nao
condensou, muito menos reificou, o conceito de fungdo composta.

Resposta a questao 9 (Figura 0.50).
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Figura 0.50 Resposta a questao 9 (Alexandra)

Nesta questao (Figura 0.50) apenas a alinea d) estaria correta. Em vez disso, a aluna
apresenta as alineas b) e ¢) como estando corretas. Nao apresenta qualquer calculo
que fundamente a sua escolha, o que nos da a indicagao de ser uma escolha feita ao
acaso, um sintoma da falta de compreensao de conceitos elementares associados a
questao.

A questao 10 foi deixada em branco no questionario e na entrevista foi dito pela aluna
que se trata da “imagem da fung¢ao derivada no ponto x = 6”, manifestando o que Tall
(1992) chama de dificuldades em traduzir problemas do mundo real em formulagéo
de calculo.
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A Alexandra € uma aluna com aproveitamento escolar fraco. No que toca a
representacao algébrica, a aluna tem dificuldades de trabalhar com fun¢des aplicando
bem regras e formulas de derivada. Em relagédo a representagdo numérica, o quadro
€ de maior dificuldade. A aluna ndo consegue resolver nenhuma das alineas da
questdo 10 e a resposta que da na entrevista ndao esta correta, a questao revela-se
um quadro novo para a aluna. E um conceito muito explorado do ponto de vista
algébrico e pouco ou nada explorado do ponto de vista numérico, o que, em nosso
entender, contribui para o surgimento de tal vazio. Do ponto de vista da representagéo
grafica, na questado 7, questdo em que poderia abordar a interpretagdo geométrica do
conceito de derivada de uma funcéo, manifesta desconhecimento. Sobre o raciocinio
covariacional de Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008), a aluna apresenta indicios
da agao mental 1, pois a verbalizagdo que apresenta na entrevista pressupde
relacionar as variaveis independente e dependente. Nao apresenta evidéncias das
acdes mentais 2, 3, 4 nem 5. Quanto as dificuldades dos alunos na aprendizagem do
Calculo apresentadas por Tall (1992), a aluna apresenta as seguintes: imagem mental
restrita de funcao; dificuldades em traduzir problemas do mundo real em formulacao
de calculo; consequente preferéncia da aluna por métodos procedimentais, em vez de
compreensao concetual. Quanto as teorias da Reificagdo e APOS, a aluna encontra
na fase e estrutura mental inicial de um ciclo de aprendizagem, respetivamente, fase
de interiorizagdo e nivel de acdo. A aluna tem uma compreensao incipiente do
conceito de derivada de uma funcgao.

3.1.2.2 Amarildo

Resposta a questao 7 (Figura 0.51). Procura-se apresentar a questao de forma aberta
para que os alunos descrevam o maximo possivel do que Ihes surge na cabega sobre
tal assunto.
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Figura 0.51 Resposta a questado 7 (Amarildo)
Entrevistador: O que entende por derivada de uma fungao?
Amarildo: Derivada de uma funcéao é a variagao da fungao.
Entrevistador: Quer acrescentar mais alguma coisa?
Amarildo: E quando a reta secante se transforma na reta tangente.

Na sua resposta (Figura 0.51), o Amarildo procura apresentar a definicdo de derivada
de uma funcdo num ponto, o que ndo faz com aproximacao aceitavel, nota-se a
presenca da ideia de variagao, ideia chave para o conceito. A definicdo que apresenta,
reforcada pelas respostas na entrevista, sdo uma descricdo aproximada a
interpretacdo geométrica da derivada de uma fungdo num ponto. Atendendo ao
descrito por Sfard (1991) (Tabela 6), sobre a diferenga entre concegéo operacional e
concecgao estrutural, o aluno apresenta uma concecao estrutural. Apesar de nao
mencionar aspetos algébricos, o seu desempenho nesta perspetiva nas resolugbes
dos exercicios seguintes € notavel. Quanto ao raciocinio covariacional de Oehrtman,
Carlson, & Thompson (2008), importa referir que, com a descrigdo que faz na
entrevista, o aluno manifesta as acées mentais 1, 2 e 3, bem como manifesta indicios
da acédo mental 5.
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Resposta a questao 8 (Figura 0.52).
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Figura 0.52 Resposta a questdo 8 (Amarildo)

Aqui (Figura 0.52) o aluno apresenta um bom desempenho algébrico, mostrando
dominio de fungdes compostas e da regra da cadeia. O aluno apresenta um bom
dominio das técnicas de derivagao.

Resposta a questao 9 (Figura 0.53).
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Figura 0.53 Resposta a questdo 9 (Amarildo)

Entrevistador: A sua opgao para a resolugéo da questao 9 foi a alinea b). Pode
justificar?

Amarildo: Segui os passos, primeiro calculei a derivada e depois analisei.

Apenas a alinea d) esta correta. Com mais passos apresentados pelo aluno teriamos
uma melhor percepgéo do raciocinio que esta subjacente a sua resposta. Mas a julgar
pelo que o aluno diz na entrevista, faz alguma confusao na interpretagéo do enunciado
do exercicio, confundindo a primeira derivada com fungdo dada. Isto € um indicio de
o aluno estar melhor preparado para resolver exercicios tipicos, estando,
consequentemente, sujeito a indugbes para aquilo que Ihe é tipico. Desta forma, o
aluno apresenta a dificuldade descrita por Tall (1992) como preferéncia por métodos
procedimentais, em vez de compreensao concetual. Atendendo ao bom desempenho
do aluno na questao 8 (Figura 0.52), é de considerar como sendo mais uma tendéncia,
resultante de habito cultivado e de desatencdo na analise a questdo, do que
propriamente uma preferéncia.

Resposta a questao 10 (Figura 0.54).
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Figura 0.54 Resposta a questao 10 (Amarildo)

Entrevistador: Quer acrescentar algo a resolugdo que apresentou? Que
variavel varia em funcao de outra?

Amarildo: A quantidade em fungao do preco.
Entrevistador: O que significa f'(6)?
Amarildo: E a variacdo da quantidade no ponto 6.

Entrevistador: Em relagdo a alinea b), quer dar mais explicagbes? De onde
vem o 1?

Amarildo: O 1 é a quantidade inicial.

Na alinea a) (Figura 0.54), o aluno fala da variagao, faltando especificar que f'(6)
corresponde a variagdo da quantidade de café no momento em que o prego do café é
de 6,00 KZ, portanto, faltou mencionar o conceito de variagao instantanea. Na alinea
b), a resposta ndo esta correta faltou-lhe mais interpretagao.

Com ajuda da entrevista, notamos que o aluno identifica a relagcdo de dependéncia
entre as variaveis quantidade e preco, bem como a consequéncia da mudanca de
uma variavel na outra — agdes mentais 1 e 2 Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008).
Tendo em conta as respostas dadas na entrevista, o aluno mostra raciocinio capaz de
relacionar as quantidades de mudanca das variaveis — agcéo mental 3 (idem) —, bem
como raciocinio capaz de coordenar a taxa de variagao instantanea entre a variavel
dependente e a independente — agao mental 5 (idem).

O Amarildo € um aluno com bom desempenho no conceito de derivada. Do ponto de
vista algébrico, consegue calcular a derivada de uma fungao sem dificuldades. Do
ponto de vista da representagéo grafica, considerando a definicdo que apresenta de
derivada de uma fungdo num ponto, bem como as respostas apresentadas na
entrevista, o aluno mostra ter capacidade de relacionar conceitos dentro da definicao
de derivada de uma funcado. Do ponto de vista da representacdo numérica, resolve
corretamente a alinea a) da questdo 10 e, apesar de nédo resolver corretamente,
mostra ter nogao do que ha por fazer na alinea b), mostra ter nogdo da necessidade
de se entender sobre variagao para poder responder a questdo. No que diz respeito
ao raciocinio covariacional de Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008), o aluno
manifesta as acdes mentais 1, 2, 3 e 5. O aluno revela preferéncia por métodos
procedimentais conforme descreve Tall (1992). Em relagdo a Teoria da Reificagéo, o
aluno revela estar na fase de condensacgao e, quanto estimulado a raciocinar mais,
revela estar na fase da reificacdo. Em relacdo a Teoria APOS, o aluno revela estar
com uma estrutura mental a nivel de processo e, quando estimulado a raciocinar mais,
pode alcangar o nivel de objeto. O aluno tem uma compreensao instrumental e
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relacional do conceito de derivada de uma funcéo. A sua compreensao relacional é
mais visivel quando estimulada, por exemplo em entrevista.

3.1.2.3 Amaro
Resposta a questao 7 (Figura 0.55).
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Figura 0.55 Resposta a questao 7 (Amaro)

Apresenta bem o conceito de derivada de uma fungdo num ponto em simbolos (Figura
0.55). Tenta fazer o mesmo graficamente, mas fica por se completar a ideia. Inclui a
curva, mas néo inclui nem a reta tangente nem a reta secante. Apesar de nao incluir
as retas tangente e secante, atendendo ao descrito por Sfard (1991) (Tabela 6) sobre
a diferenca entre conceg¢ao operacional e concecio estrutural, podemos considerar
que o aluno apresenta as duas concegdes, tanto a operacional (limite do quociente
incremental) quanto a estrutural (representagao grafica do conceito de derivada de
uma fungdo num ponto, embora incompleta). Além disso, a representacédo grafica
ilustra a coordenacao de dependéncia entre a variavel dependente e a independente,
constatamos acao mental 1 de Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008). A mesma
figura ilustra a coordenagéo da quantidade de mudanga da variavel dependente com
as alteracbes na independente, constatamos a acdo mental 2 (idem). Em entrevista
afirmou que a derivada de uma funcéo é “o limite do quociente incremental entre as
variaveis dependente e dependente” e afirmou que as respostas, tanto algébrica como
grafica, que deu ao questionario “sao representagdes disso”.

Resposta a questao 8 (Figura 0.56).
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Figura 0.56 Resposta a questao 8 (Amaro)

Aqui (Figura 0.56) o aluno apresenta bom desempenho, mostrando dominio de
fungdes compostas e da regra da cadeia. Deste modo, mostra ter um bom dominio
algébrico das regras de derivada, evidenciando a regra geral e aplicando-a ao caso
concreto.

Resposta a questao 9 (Figura 0.57).
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Figura 0.57 Resposta a questao 9 (Amaro)
Entrevistador: Porqué optou pela alinea a)?
Amaro: Segui o procedimento, professor.
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Nesta resolugdo (Figura 0.57), o aluno mostra como reage ao atipico: procurando
torna-lo tipico. Ou seja, foi dada a primeira derivada da fungao e a resolugao do aluno
comega por determinar, por via de integragao, a fungéo correspondente a primeira
derivada dada. Procedendo desta maneira, o aluno reforca a sua capacidade
compreensao, pois passa a ter a funcdo em estudo como mais um elemento de

analise. Encontrando a primitiva — repare-se que o aluno omite a constante de

. ~ . 4+x)3 \ ~ -
integracao C e considera apenas f(x) = ey correspondente a fungéo em analise,

o aluno apresenta a alinea a) como resposta. Nota-se que ndo da sequéncia aos
calculos. Pelo potencial apresentado, se desse sequéncia, 0 mais provavel é que
chegaria ao resultado esperado. No entanto, na entrevista, o aluno afirma que “seguiu
o procedimento”, o que nos remete a um possivel raciocinio ndao exteriorizado, uma
tentativa de executar o procedimento mentalmente. Por falha o aluno ndo chega ao
resultado esperado, entretanto, neste caso, ha evidéncias de compreensao relacional,
ou seja, o aluno relaciona o Calculo Integral com este exercicio especifico de Calculo
Diferencial numa abordagem certamente diferente da que recebeu na sala de aula —
nao se ensina a integrar ao mesmo tempo que a derivar.

Resposta a questao 10 (Figura 0.58).
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Figura 0.58 Resposta a questdo 10 (Amaro)

Aqui (Figura 0.58), mais uma vez, temos uma questdo que se prende com a
interpretacdo. O aluno mostra dificuldades em interpretar o conceito de derivada de
uma fung¢do na aplicacdo a uma situacado concreta. A entrevista nada acrescentou
qualitativamente a resposta do questionario. O aluno, na alinea a), ndo apresenta
corretamente a coordenacgao da dependéncia entre as variaveis quantidade e preco,
0 que representa dificuldades na agcao mental 1 de Oehrtman, Carlson, & Thompson
(2008). Considerando também a alinea b), nota-se as consequentes dificuldades em
apresentar um bom desempenho nas agdes mentais 2, 3 e 5 (idem): (2) o aluno n&o
consegue identificar a diregdo de mudancga de uma variavel em relagéo a outra; (3) o
aluno nao consegue identificar a quantidade de mudanca de uma variavel em relagéo
a outra; (5) o aluno ndo consegue interpretar a variacdo instantdnea da variavel
dependente num ponto da variavel independente. O aluno, ao nao relacionar
corretamente as variaveis preco e café, revela dificuldades em traduzir problemas do
mundo real em formulag&o de Calculo, conforme descreve Tall (1992).
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Em relagdo a representacao algébrica do conceito de derivada, o aluno esta ao nivel
de objeto. O desempenho é caraterizado por naturalidade e seguranca. Consegue
mentalmente dar passos das sequéncias de resolugdo a que esta sujeito. Em relagao
a representagdo numérica do conceito de derivada, o aluno apresenta um
desempenho baixo nas respostas ao questionario, as respostas nao estdo corretas.
Em relagdo a representacéo grafica do conceito de derivada, o aluno apresenta uma
representacao incompleta, mas no caminho certo. No que diz respeito aos conceitos
que tem e a capacidade de descrevé-los, o de derivada € dominado de forma
aceitavel. Também revela alguma criatividade em situagdes apresentadas de maneira
aparentemente diferente, a resposta a questéo 9 (Figura 0.57) é um caso pontual. No
que diz respeito ao raciocinio covariacional de Oehrtman, Carlson, & Thompson
(2008), o aluno revela as a¢des mentais 1 e 2, embora tivesse dificuldade de voltar a
revela-las na resolugao da questdo 10. Em relacao as dificuldades na aprendizagem
do Calculo descritas por Tall (1992), o aluno tem dificuldades em traduzir problemas
do mundo real em formulagdo de Calculo. Em relacdo a Teoria da Reificagcao
essencialmente o aluno encontra-se na fase de condensag¢ao, mas com indicios da
fase de reificagcao. Em relagao a Teoria APOS, essencialmente o aluno encontra-se a
nivel de processo com indicios do nivel de objeto. O nivel de compreens&o do conceito
de derivada de uma funcgao € instrumental e relacional, sendo interessante destacar
que o nivel de compreenséo relacional nem sempre implicou apresentar o resultado
esperado da questdo — resolugao da questao 9, Figura 0.57.

3.1.2.4 Ana
Resposta a questao 7 (Figura 0.57).
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Figura 0.59 Resposta a questao 7 (Ana)

A aluna apresenta (Figura 0.57) um conceito bastante confuso com ideias
desarticuladas e alguma falta de rigor na apresentagao dos simbolos. A representagéo
grafica, embora esteja no bom caminho, carece de muita informacao para refletir o
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conceito de derivada de uma funcdo num ponto. Dentre as insuficiéncias, importa
referir que a fungéo f(x) € representada por uma reta e ndo por uma curva generica.
Dentro da sua resposta podemos encontrar elementos importantes, mas falta
relaciona-los. Constatamos a agdo mental 1 de Oehrtman, Carlson, & Thompson
(2008), pois esta ilustrada a relagdo de dependéncia entre f(x) e x. Constatamos
também a acdo mental 2, pois esta ilustrada a coordenacéo das variagbes das duas
variaveis. Na representacao grafica a aluna ilustra uma reta como sendo o grafico da
funcdo em estudo, o que revela um raciocinio covariacional linear, portanto, um
raciocinio covariacional limitado a funcdes lineares. Quanto as dificuldades descritas
por Tall (1992) na aprendizagem do Calculo, é visivel a imagem mental restrita de
funcdo ao basear-se na representacdo grafica de uma fungao linear para definir
derivada de uma fungdo num ponto. A aluna revela uma compreensao incipiente do
conceito de derivada de uma funcéo num ponto, se tivermos em conta a representacao

grafica. Se tivermos em conta a representagao algébrica — }llr%w = f(xy) NO

lugar de }lm%w = f'(x,) —, podemos inferir que a aluna tem uma
compreensao instrumental do conceito de derivada de uma fungcdo num ponto.
Resposta a questao 8 (Figura 0.60).
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Figura 0.60 Resposta a questao 8 (Ana)

A aluna tenta resolver (Figura 0.60) aplicando logaritmo natural a ambos membros da
expressao, mas, na sequéncia, comete erros operacionais. Comecga por complicar
algo que é simples e depois, por forca da complexidade, acaba por ndao conseguir
manter o seu raciocinio. Apesar de ter resolvido corretamente a questdo 4 (Figura
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0.23), sobre composi¢cao de fungdes, nao tira proveito de tais conhecimentos de
funcdo composta para aplicar a regra da cadeia. Aplicando logaritmos, a aluna
consegue transformar o expoente, 3, do bindmio (x? — 4) em coeficiente, o que nos
permite inferir que a aplicagéo de logaritmos € um artificio aplicado para contornar a
dificuldade decorrente do expoente 3. A tentativa de resolu¢do, mal sucedida, que faz
logo a seguir reforga esta inferéncia. A aluna tem dificuldades com regras de
derivadas, pois na segunda tentativa de resolugédo aplica mal a regra da cadeia e
aplica a regra do produto no lugar da regra da soma. Nos termos do que descreve Tall
(1992), é visivel a dificuldade da aluna na manipulag&o algébrica.

Resposta a questdo 9 (Figura 0.61).
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Figura 0.61 Resposta a questao 9 (Ana)

A resposta é apresentada (Figura 0.61) de maneira confusa. Apesar de estar ai a
alinea d) que corresponde a alinea correta, a expresséo a frente ndo esta correta, o
que suscita duvidas sobre a compreensao da aluna. A entrevista ndo acrescentou
esclarecimento a confusao manifestada. Algebricamente, na alinea que a aluna indica
como d), tal como acontece na resposta a questao 8, constatamos a sua dificuldade
em derivar fungdes compostas, particularmente potencias de base binomial.

Resposta a questao 10 (Figura 0.62).
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Figura 0.62 Resposta a questao 10 (Ana)

Aqui (Figura 0.62), mais uma vez, temos uma questdo que se prende com a
interpretacdo. A aluna mostra dificuldades em interpretar o conceito de derivada de
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uma funcdo na aplicacdo a uma situagao concreta. Nota-se dificuldades na acéo
mental 1 de Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008), a aluna ndo consegue coordenar
a dependéncia de uma variavel noutra, ndo consegue identificar que variavel
influencia na outra, isto na alinea a). Considerando também a alinea b), por
consequéncia, a aluna apresenta dificuldades nas agdes mentais 2 e 3 (idem). A aluna
n&o consegue identificar a variagdo de uma variavel como consequéncia de outra. E
visivel na resolucdo da questao 10 dificuldades em traduzir problemas do mundo real
em formulacdo de calculo, conforme descreve Tall (1992). A sua concegéo
operacional, conforme definida por Sfard (1991), n&o Ilhe permite resolver o problema.

Em relacdo a representagao algébrica do conceito de derivada, apresenta dificuldades
nao expetaveis para os niveis de desempenho apresentados anteriormente. Um caso
claro é o da resolugdo da questdo 8, em que se pede a derivada duma fungao
composta. Em relagao a representagdo numérica do conceito de derivada, € motivo
de alguma surpresa, pois, para a aluna trata-se de um quadro novo. Em relacéo a
representacao grafica do conceito de derivada, o seu conhecimento ndo chega a uma
interpretacdo completa do conceito de derivada de uma fungdo num ponto. No que diz
respeito ao conceito que tinha de derivada, bem como a capacidade de descri¢ao,
esta aluna apresenta um conceito aceitavel, embora com algumas imprecisées.
Quanto ao raciocinio covariacional de Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008),
identificamos na aluna as acdes mentais 1 e 2, embora apoiada na representacao
grafica de uma fungéo linear. Quanto as dificuldades descritas por Tall (1992) na
aprendizagem do Calculo, é visivel a imagem mental restrita de fungcéo ao basear-se
na representacao grafica de uma fungao linear para definir derivada de uma fungao
num ponto, é visivel na resolucédo da questao 10 dificuldades em traduzir problemas
do mundo real em formulagao de calculo, bem como € visivel na resposta a questao
8 dificuldades na manipulagéo algébrica. Em relacdo as teorias da Reificagdo e APOS,
a aluna encontra essencial e respetivamente na fase de condensacao e no nivel de
processo. Essencialmente a aluna revela uma compreenséo incipiente do conceito de
derivada de uma fung¢ao, com indicios de compreensao instrumental do ponto de vista
algébrico.

3.1.2.5 Armindo
Resposta a questao 7 (Figura 0.63).
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Figura 0.63 Resposta a questao 7 (Armindo)

O aluno apresenta (Figura 0.63) um conceito de derivada de uma fungdo num ponto
que se afasta da definicdo formal. O mesmo se verificou na descricao verbal feita na
entrevista. No entanto, na representacao grafica inconclusiva que apresenta, nota-se
alguma ideia de variagao, tanto da variavel independente como da dependente, assim
como da relagao entre as suas variagoes. Na representagao grafica, contatamos que
o aluno tem uma vaga concegdo estrutural. Apesar disso, notamos nesta
representacdo a agdo mental 1 de Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008), pois é
visivel a relacdo de dependéncia entre f(x) e x. Notamos também a agdo mental 2,
pois é visivel a coordenagao da quantidade de mudanga de f(x) com as alteragbes
na variavel x. Na representagdo algébrica, o aluno mostra uma vaga concegao
operacional. Quanto as dificuldades descritas por Tall (1992) na aprendizagem do
Calculo, identificamos uma imagem mental restrita de derivada de fungdo. Em suma,
o aluno revela uma compreensao incipente do conceito de derivada de uma fungao
num ponto.

Resposta a questao 8 (Figura 0.64).
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Figura 0.64 Resposta a questdo 8 (Armindo)

Nesta questao (Figura 0.64) o aluno aplica mal a regra da cadeia, confundindo-a com
a regra do produto. O aluno apresenta regras memorizadas sem ter capacidade de
identificar em que situagdes se aplica cada uma delas.

Resposta a questao 9. A alinea correta € a d) e ndo a c), a escolhida pelo aluno. Além
disso, ndo apresenta uma resolugdo que sustente a escolha e, na entrevista, nada
acrescenta. Nao estando justificada a sua escolha e a julgar pelo desempenho
manifestado nas questdes anteriores, provavelmente o aluno respondeu ao acaso.

Resposta a questao 10 (Figura 0.65).

Figura 0.65 Resposta a questdo 10 (Armindo)
Entrevistador: Quer acrescenter algo a sua resposta?
Armindo: [siléncio].
Entrevistador: Porqué f'(6) = 07?
Armindo: Porque... porque sim.
Entrevistador: OK. Quer falar um pouco da resposta a alinea b)? Do eixo de
simetria?
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Armindo: Um eixo em que f'(6) é 0 (zero) e esta no centro.
Entrevistador: OK.

Aqui (Figura 0.65) mais uma vez temos uma questdo que se prende com a
interpretacdo. O aluno apresenta dificuldades em interpretar o conceito de derivada
de uma fungdo na aplicagdo a uma situagdo concreta. Quanto as dificuldades
descritas por Tall (1992) na aprendizagem do Calculo, dificuldades em traduzir
problemas do mundo real em formulagdo de calculo. A sua conceg¢ao operacional,
conforme definida por Sfard (1991), ndo é suficiente para a resolugédo do problema.

O aluno nao responde corretamente. Apesar disso, € interessante a leitura que se
pode fazer de parte da resposta que ele da: “f'(6) € 0”. Assumindo que o aluno
associa o conceito de derivada de uma funcao a ideia de variagao e considerando a
acdo mental 2 de Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008) que ele manifesta na
representacao grafica da derivada de uma fungao, notamos que, com a resposta, ele
considera estacionaria a covariagao das variaveis preco e quantidade de café.

Em relacédo a representacao algébrica do conceito de derivada, o aluno apresenta
dificuldades consideraveis, ndo tendo acertado em nenhuma das questdes que |Ihe
foram apresentadas. O aluno tem dificuldades na sua concecédo operacional. Em
relagdo a representacao numérica do conceito de derivada, o aluno apresenta ainda
mais dificuldades de relacionar subconceitos, pois sai de um quadro de representacao
algébrica (questdes 8 e 9) para um quadro de representagdo numérica (questao 10).
Em relagao ao conceito que tinha e a capacidade de descricdo do que fazia, quando
procura subconceitos elementares para sustentar as suas respostas revela falta de
solidez, um exemplo é a resposta a questao 10. Quanto ao raciocinio covariacional de
Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008), identificamos as agbes mentais 1 e 2.
Quanto as dificuldades descritas por Tall (1992) na aprendizagem do Calculo, neste
aluno identificamos imagem mental restrita de derivada de funcgéo, dificuldades em
traduzir problemas do mundo real em formulagédo de calculo, bem como dificuldade
na manipulacao algébrica. Quanto as teorias da Reificagdo e APOS, o aluno encontra-
se respetivamente na fase de interiorizacdo e no nivel de acido. O aluno revela uma
concecgao operacional e uma compreensao incipiente do conceito de derivada de uma
funcao.

3.1.2.6 Edson
Resposta a questao 7 (Figura 0.66).
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Figura 0.66 Resposta a questao 7 (Edson)

O conceito apresentado pelo aluno — “A derivada é uma funcao que nos da o detalhe
da incognita que se encontra dentro de uma fungaéo” — esta a margem do conceito de
derivada de uma fungdo num ponto. A descri¢do verbal do aluno ndo acrescenta nada
de novo. Notamos a agdo mental 1 de Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008),
quando o aluno diz “nos da o detalhe da incégnita que se encontra dentro de uma
funcao”, pois é visivel a variavel independente a que ele chama de “incégnita” e o
reflexo desta na variavel dependente ao dizer “que nos da detalhe”. E visivel também
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uma imagem mental restrita do conceito de derivada de uma fungédo, conforme
descrita por Tall (1992). Tendo em conta o modelo 3UV de Trigueros & Usini (2003),
€ visivel a confusdo que o aluno faz entre as categorias variaveis relacionadas e
incognita. O aluno tem uma compreensao do conceito de derivada de uma fungao
incipiente.

Resposta a questao 8 (Figura 0.67).
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Figura 0.67 Resposta a questao 8 (Edson)

O aluno aplica a primeira derivada de forma diferente da esperada — apresenta
f(x)=(x%*-4)>+5 - 3(x*—-4)>+5emvezdeapresentar f(x) = (x? —4)>+5 =
f'(x) = 3(x* — 4)? — e, a seguir, faz o seu desenvolvimento algébrico colocando f(x)
no lugar de f'(x), transforma uma poténcia de base binomial em soma de monémios,
ou seja, apresenta o polindmio na forma candnica. Aplica regras memorizadas, mas
sem critérios orientadores. Na transformacgao que faz revela dificuldade em selecionar
e usar representacao apropriada conforme descrita por Tall (1992).

A questao 9 ficou sem resposta tanto no questionario como na entrevista, denotando
assim reflexo das dificuldades visiveis nos desempenhos do aluno nas questdes
anteriores do instrumento em analise (Apéndice 3: Questionario de caraterizagao da
estrutura cognitiva dos alunos), particularmente nas questbes 7 e 8.

Resposta a questao 10 (Figura 0.68).

Figura 0.68 Resposta a questado 10 (Edson)

O aluno apresenta dificuldades em interpretar o conceito de derivada de uma funcao
na aplicacdo a uma situacao concreta, revelando dificuldades em traduzir problemas
do mundo real em formulagdo de calculo conforme descreve Tall (1992). Reconhece
f'(6) como a derivada de uma fungao, mas tem dificuldades em relacionar conceitos,
portanto, ndo atingiu o nivel de compreensao relacional.

Em relagdo a representagao algébrica do conceito de derivada, ndo é capaz de
apresentar bom desempenho nas respostas ao questionario. Em relagdo a
representacdo numeérica do conceito de derivada, revela conhecimento desconexo de
algumas regras de derivada. Em relagdo a representacédo grafica, ndo apresenta
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desempenho assinalavel. No que diz respeito ao conceito que tem, bem como a
capacidade de descricdao do que faz, sustenta-se apenas na acdo. Em relagdo ao
raciocinio covariacional de Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008), o desempenho
do aluno revela a agao mental 1. No que diz respeito as dificuldades na aprendizagem
do Calculo descritas por Tall (1992), o desempenho do aluno revela imagem mental
restrita de funcao, dificuldades em traduzir problemas do mundo real em formulacao
de calculo, dificuldades na manipulacdo algébrica. A luz da Teoria da Reificacéo, o
aluno nao supera a fase de interiorizagdo. Quanto a Teoria APOS, o aluno revela uma
estrutura mental a nivel de acéo. O aluno revela um nivel de compreensao incipiente
do conceito de derivada de uma funcgao.

3.1.2.7 Eduardo

Este aluno ndo responde a qualquer questao sobre derivada no questionario. Quanto
a entrevista prefere nao arriscar. Constatamos aqui reflexos das dificuldades
apresentandas pelo aluno na primeira parte do questionario de caraterizagcdo da
estrutura cognitiva do aluno (Apéndice 3). O seu nivel de compreenséo incipiente do
conceito de funcio identificado nas dificuldades em raciocinio covariacional —
conforme descrevem Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008) —, na fraca imagem
mental de funcdo, na fraca aplicagcao das propriedades dos numeros reais — tendo
em conta a descrigao de Tall (1992) —, entre outras dificuldades consequentes, ndo
lhe permite resolver as questdes de 7 a 13 do mesmo questionario. A luz das teorias
da Reificagdo e APOS, podemos inferir que o aluno deixou de ter objetos matematicos
conhecidos e familiares em quantidade suficiente para |hes poder aplicar novos
procedimentos. Portanto, o aluno tem um nivel de compreensdo do conceito de
derivada de uma fungao incipiente.

3.1.2.8 Efigénio
Resposta a questado 7 (Figura 0.69).
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Figura 0.69 Resposta a questao 7 (Efigénio)

O aluno apresenta uma definicdo — “é um ponto de uma fungdo y = f(x) referente
taxa de variacao instantaneo de relagao no ponto” — desconexa, muito deslocada da
definigdo de derivada de uma fungdo num ponto. Consegue verbalizar conceitos
importantes, como por exemplo o de variagao instantdnea, mas ndo os consegue
relacionar. E visivel a existéncia de raciocinio covariacional de Oehrtman, Carlson, &
Thompson (2008), onde identificamos a agdo mental 1 e indicios da agao mental 5.
Quanto as dificuldades na aprendizagem do Calculo descritas por Tall (1992), é
notdria uma fraca imagem mental de funcao. Deste modo, podemos considerar o nivel
do aluno de compreensao do conceito de derivada de uma fungdo como incipiente.

Resposta a questao 8 (Figura 0.70).
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Figura 0.70 Resposta a questao 8 (Efigénio)

O aluno ndo consegue aplicar a regra da cadeia. Nota-se que tem memoéria de parte
do procedimento, pois, no primeiro passo, apresenta o expoente 3 como coeficiente
do binémio (x? — 4). Fora deste sinal de alguma memédria do procedimento, o aluno
apresenta uma resolucdo diferente da esperada. Entre as dificuldades na
aprendizagem do Calculo descritas por Tall (1992) identificamos dificuldade em
selecionar e usar representagdes apropriadas, pois representa a derivada da fungao

por f(x) = (x2 —4)3 + 5 em vez de f'(x) = [(x? — 4)® + 5]".
Resposta a questao 9 (Figura 0.71).
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Figura 0.71 Resposta a questao 9 (Efigénio)

A alinea correta € a d), mas o aluno, como se de uma questao de multipla escolha se
tratasse, escolhe as alineas c) e b) (Figura 0.71). Tendo em conta a né&o
fundamentacao na entrevista e o seu fraco desempenho nas outras questdes sobre
Calculo Diferencial, podemos inferir que as suas respostas resultam de escolhas
aleatorias.

O Efigénio € um aluno com aproveitamento escolar fraco. Em relagdo ao conceito que
tem e a capacidade de descricdo do que faz, apresenta a definicdo de derivada de
uma fungdo num ponto de maneira desarticulada, sem relacionar os conceitos dentro
dela. Quanto ao raciocinio covariacional de Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008),
identificamos a agdo mental 1. Em relacdo as dificuldades de aprendizagem do
Calculo descritas por Tall (1992), identificamos uma fraca imagem mental de fungéo,
bem como dificuldade em selecionar e usar representagcdes apropriadas. Quanto a
Teoria da Reificagao, o aluno nao supera a fase de interiorizacdo. Quanto a Teoria
APOS, o aluno revela uma estrutura mental a nivel de acdo. Em relacido as
representacdes algébrica, numérica e grafica, apresenta niveis de conceito imagem
incipientes.

3.1.2.9 Elias
Resposta a questao 7 (Figura 0.72).
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Figura 0.72 Resposta a questao 7 (Elias)
O aluno apresenta uma ideia — “Derivagao € um ponto de uma funcdo y = f(x)

representada a taxa de variagao instantanea de uma relagdo no ponto” — que se
afasta da definicdo de derivada de fungdo num ponto. Apesar dos conceitos-chave
presentes na ideia, a mesma nao os relaciona. Quanto ao raciocinio covariacional de
Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008), apesar de nao estar tdo evidente, podemos
considerar a presenga da agao mental 1. Em relagao as dificuldades na aprendizagem
do Calculo descritas por Tall (1992), é visivel uma fraca imagem mental de funcéo.
Deste modo, podemos afirmar que o aluno tem um nivel de compreensao do conceito
de funcao incipiente.

Resposta a questao 8 (Figura 0.73).
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Figura 0.73 Resposta a questao 8 (Elias)

O aluno n&o consegue aplicar a regra da cadeia. Faz apenas alguns procedimentos
que aparentemente sdo memorizados. Nota-se que tem alguma ideia da férmula da
derivada da poténcia — (x™)' = nx™ ! —, porém, da regra da cadeia ndo se nota
evidéncias. Das dificuldades na aprendizagem do Calculo descritas por Tall (1992),
sdo visiveis: (1) dificuldade em selecionar e usar representacbes apropriadas, por
exemplo, escreve y' = (x> —4)3 + 5emvezde y' = [(x? —4)3 + 5]’ e, logo a seguir,
escreve y = 3(2x — 4) + 5 em vez de y' = 3(2x — 4)?; (2) dificuldade na manipulagéo
algébrica, por exemplo, saide y = 3(2x — 4) + 5 paray = 2x — 15 + 5. Nesta questao
o aluno revela um nivel de compreensdao do conceito de derivada de funcgao
essencialmente incipiente com sinais de instrumental.

Resposta a questao 9 (Figura 0.74).
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Figura 0.74 Resposta a questao 9 (Elias)

A alinea correcta € a d), o aluno apresenta a alinea b) como sendo a correta. A
primeira derivada, f’(x) = (4 + x)?, é positiva para todo e qualquer valor de x, logo,
da vizinhanga a esquerda para a vizinhanga a direita de x = —4 ndo ha mudanga de
sinal e, consequentemente, x = —4 ndo pode ser a abscissa de um ponto extremo. O
que mais provavelmente acontece € que o aluno tem um desempenho direcionado
para procedimentos tipicos, ou seja, toma a primeira derivada como se da fungao dada
se tratasse e, a partir dela, obtém uma derivada e o falso ponto de maximo relativo.
Ha indicios de procedimentos mecanizados, o que limita a capacidade de
interpretacdo em situagdes atipicas. O desempenho nesta questdo é reflexo do
desempenho do aluno nas questdes anteriores do questionario (Apéndice 3:
Questionario de caraterizagdo da estrutura cognitiva dos alunos) em analise,
particularmente do desempenho nas questdes 7 e 8 em que o aluno revela um nivel
de compreensao do conceito de derivada de uma funcao essencialmente incipiente.

Resposta a questao 10 (Figura 0.75).
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Figura 0.75 Resposta a questao 10 (Elias)

O aluno apresenta dificuldades em interpretar o conceito de derivada de uma funcao
na aplicagdo a uma situagdo concreta. Apresenta desarticuladamente alguns
procedimentos. Apresenta f'(6)?, como elemento a calcular, mas, a seguir apresenta
y' = 6, confundindo o ponto de avaliagdo da primeira derivada com expressao a
derivar. Logo a seguir apresenta y = 0. Ha aqui claramente desarticulagdo de
conceitos e falta de rigor na resolugéo. O aluno mostra mais dificuldades no quadro
numerico do que no quadro algébrico do conceito de derivada de uma fungéo.

Nas representacgdes algébrica, numérica e grafica constatamos ter uma viséo a nivel
de acdo. O mesmo se nota na sua capacidade de fazer descri¢oes. O aluno apresenta
algumas palavras-chave, mas tem dificuldades em compreender e relacionar os
conceitos associados a tais palavras-chave. Quanto ao raciocinio covariacional de
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Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008), identificamos a agao mental 1. Em relagao
as dificuldade na aprendizagem do Calculo descritas por Tall (1992), idenficamos uma
fraca imagem mental, dificuldades em selecionar e usar representagdes apropriadas,
bem como dificuldades na manipulagao algébrica. Quanto a Teoria da Reificagdo, o
aluno encontra-se na fase de interiorizagdo. Quanto a Teoria APOS, o aluno revela
uma estrutura mental a nivel de ag¢do. O aluno tem um nivel de compreensao do
conceito de derivada de uma funcgao incipiente.

3.1.2.10 Emanuela

Esta aluna nio responde a qualquer questao sobre derivada no questionario. Quanto
a entrevista, consegue fazer algumas verbalizagdes.

Entrevistador: O que entende por derivada de uma fungao?

Emanuela: A derivada da constante da zero, a derivada de x da 1 e outras
derivadas que encontramos na tabela [de derivadas].

Entrevistador: E a derivada da fungdo dada genericamente, f(x)?
Emanuela: Da f'(x).

A analise feita ao desempenho da aluna nas questées sobre funcdo do questionario
de caraterizagao da estrutura cognitiva dos alunos (Apéndice 3) importa acrescentar
a dificuldade na aprendizagem do Calculo descrita por Tall (1992) como a preferéncia
por métodos procedimentais no lugar de compreensado concetual. Importa também
referir a consideravel dificuldade em exprimir raciocinio covariacional, bem como a
visdo de agdo conforme descritos por Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008). E
também de referir que a luz da Teoria da Reificagao a aluna apresenta uma concegao
operacional e encontra-se na primeira fase interiorizacdo do conceito de deriva de
uma fungdo. A luz da teoria APOS, a aluna apresenta um dominio do conceito de
derivada de uma funcéo ao nivel da estrutura mental acdo. Portanto, a aluna tem um
nivel de compreensao do conceito de derivada de uma funcéo incipiente.

3.1.2.11 Conclusoes sobre o conceito de derivada

Na tabela (Tabela 15) que sintetiza o nivel de desempenho dos alunos nas questbes
sobre diferenciacdo nota-se uma maior frequéncia de alunos a nivel de acao. Isto ndo
é por acaso. E que para a aprendizagem da diferenciacdo precisa-se de uma boa
aprendizagem do conceito de fungédo. Havendo dificuldades no ciclo de aprendizagem
de funcédo, elas repercutem-se no ciclo de aprendizagem de diferenciacdo. Um
indicador desta constatacao € o da relacéo entre composicao de funcdes e a aplicacao
da regra da cadeia, mais precisamente a relagdo entre as questbes 4 e 8 do
questionario de caraterizagdo da estrutura cognitiva dos alunos (Apéndice 3),
respetivamente. Todos os alunos — Alexandra, Efigénio, Elias e Emanuela — que nao
resolveram corretamente a questdo 4 também nao resolveram corretamente a
questdo 8. Nos dados estudados a nao resolugcdo da questdo 4 implicou a nao
resolucao da questao 8. Ambas as questdes sédo de resolugdo algébrica. Nota-se uma
tendéncia de os alunos com dificuldades nas questdes sobre funcdes aumentarem as
suas dificuldades nas questbes sobre derivada. A condigdo € necessaria e nao
suficiente, o desempenho da Ana na questdo 8 ndo é bom, resolve incorretamente,
apesar de ter resolvido corretamente a questao 4.

Tabela 15: Estrutura cognitiva associada ao conceito de derivada
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Representacao Representacao
AlUno algébrica numerica
Aca | Process | Objet | Aga | Process | Objet | Aca | Process | Objet
o o o o o o o o o

X

Representacgao grafica

Alexandr
a
Amarildo
Amaro
Ana
Armindo
Edson
Eduardo
Efigénio
Elias
Emanuel
a

X|X|X

XXX X[ X[ X
X XXX XX X[ XX | X
XX|X|X|X|X|X|  |X| X

Por outro lado, notamos a tendéncia de alunos com melhor desempenho no conceito
de fungdo apresentarem melhor desempenho no conceito de derivada,
particularmente no que a representagdao algébrica diz respeito. Repare-se nos
desempenhos do Amarildo, do Amaro e da Ana, sdo os melhores desempenhos na
aprendizagem do conceito de derivada. Como ja se pode constatar (Tabela 14) séo
os que tém melhor desempenho sobre o conceito de fungcdo. Para além dos trés,
importa assinalar o caso do Eduardo que, no conceito de funcdo, apresentou um
desempenho ao nivel dos trés alunos referidos anteriormente. Apesar disso, 0 seu
desempenho no conceito de derivagao esta a nivel de acdo. Sobre este aluno
podemos concluir que a dificuldade estda na aprendizagem do conceito de
diferenciacao e nao tanto nas dificuldades do conceito de fungao.

Particularmente nas respostas a questdo 10, notamos a hierarquia entre as agdes
mentais definida pelo nivel de solidez dos conceitos. Quanto mais solidos sdo os
conceitos maior é o conjunto de agées mentais de Oehrtman, Carlson, & Thompson
(2008) desenvolvidas pelos alunos. Geralmente as ag¢des mentais surgem em
sequéncia, podendo haver casos de rutura na sequéncia como, alias, se verificou em
relacdo a acao mental 4. Em relagao as dificuldades na aprendizagem do Calculo
descritas por Tall (1992), encontramos evidéncias de imagem mental restrita de
funcdo ou de derivada de uma fungdo em oito dos 10 alunos (Alexandra, Ana,
Armindo, Edson, Eduardo, Efigénio, Elias e Emanuel), o que, sendo a imagem mental
da fungdo uma competéncia, repercutiu-se noutras dificuldades, algumas com
evidéncias encontradas e outras provaveis.

Em relacdo a Teoria da Reificacdo, dois alunos, Amarildo e Amaro, apresentam
desempenhos que nos permitem enquadrar os seus estados de concec¢ao na fase de
condensacgao, com indicios da fase de reificacdo. Uma aluna, Ana, tem um estado de
concecgao que pode ser enquadrado essencialmente na fase de condensacédo. Os
demais alunos, pelo desempenho que apresentam, sdo enquadrados na fase de
interiorizacdo. Em relagdo a Teoria APOS, os alunos Amarildo e Amaro apresentam
desempenhos que nos permitem enquadrar os seus raciocinios na estrutura mental
processo, com alguns indicios da estrutura mental objeto. Com uma mesma estrutra
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mental, mas menos consistente, encontra-se a aluna Ana. Os demais alunos
apresentam um raciocinio a nivel da estrutura mental ag&o.

3.1.3 Estrutura cognitiva associada ao conceito de integragao

Nesta seccdo as questdes do questionario de caraterizagdo da estrutura cognitiva dos
alunos (Apéndice 3) consideradas sao as seguintes:

11 O que entende por integragao?

12 Calcule [ xV1 + x%dx.

13 Seja r(t) a taxa de do consumo mundial de petréleo, onde t € medido
em anos comec¢ando em t = 0 em 1 de Janeiro de 2000 e r(t) € medida

em barris por ano. O que representa f08 r(t)dt?

3.1.3.1 Alexandra

Resposta a questdo 11. Esta questdo foi deixada em branco. No conceito que
apresenta verbalmente, a aluna faz uma descrigdo da expressao algébrica da integral
de uma fungdo — o simbolo de integragéo, o integrando e o diferencial de x, dx —,
bem como descreve os passos para a integragcdo de fungbes elementares e,
precariamente, para a integracao pelo método de susbstituicdo. A aluna néo consegue
mais do que verbalizar algumas carateristicas desconexas que podem ser associadas
ao conceito. Dentre as dificuldades descritas por Tall (1992), notamos aqui preferéncia
por métodos procedimentais em detrimento de compreensio concetual. Como reflexo
de dificuldades no raciocinio covariacional reveladas anteriormente, notamos uma
visdo de agdo — conforme descrevem Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008) — do
conceito de integral de uma fungao. Quanto as teorias da Reificagao e APOS, a aluna
encontra-se na fase de interiorizagcédo e no nivel de estrutura mental acédo. Portanto, a
aluna tem um conceito de integral de uma funcgao incipiente.

Resposta a questao 12 (Figura 0.76).
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Figura 0.76 Resposta a questado 12 (Alexandra)

Logo no primeiro passo aplica incorretamente propriedades dos radicais — transforma
xV1l+x%2 em x+1+x —, o que faz com que a aluna va numa direcao diferente
daquela que se pretendia com a questdo. Falta-lhe, pelo menos a nivel de acao, o
domino das propriedades de radicais. Do segundo passo para o terceiro aplica

incorretamente a propriedade da linearidade da integral — [[af(x) + bg(x)]dx =
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aff(x)dx+b[glx)d«e — ao sair de [x+1+xdx para [xdx+1/[xdx.
Algebricamente a aluna tem dificuldades com o conceito e as propriedades dos
radicais, o que impede, no caso, a resolucao correta do exercicio. Pondo de parte a
questao dos radicais e da propriedade da linearidade da integral, constatamos nos
trés ultimos passos que a aluna consegue aplicar corretamente a férmula de
integracdo de mondmios a primeira das trés parcelas. Quanto as dificuldades
descritas por Tall (1992) na aprendizagem do Calculo, a aluna tem dificuldades na
manipulagéo algébrica, bem como dificuldade no uso da notagdo do diferencial da
variavel independente, por exemplo escreve [ x + 1 + x dx em vezde [(x + 1 + x)dx,
no passo seguinte escreve [xdx+1[xdx em vez de [xdx+ [dx+ [xdx,
permitindo-nos inferir que tem dificuldades em selecionar e usar a representacéo
apropriada. O desempenho revela um nivel de compreensao do conceito de integral
de uma fungéo incipiente.

Resposta a questao 13. Esta questao foi deixada em branco. Trata-se de uma questao
que carece de interpretacdo. Sem o dominio do conceito de integral as dificuldades
na sua resolugao sao maiores. Em relacao as dificuldades descritas por Tall (1992), a
aluna tem dificuldades em traduzir problemas do mundo real em formulagdo de
Calculo.

As dificuldades que a aluna apresenta nas questdes sobre fungdes e calculo
diferencial no questionario sobre a estrutura cognitiva dos alunos (Apéndice 3)
repercutem-se nas questdes seguintes sobre calculo integral do mesmo questionario.
A repercussao € natural, pois em Calculo o objeto de estudo sao as fungdes. No que
diz respeito concretamente ao calculo integral, a aluna tem fraco domino de
procedimentos e dificuldades em discernir sobre a sua aplicacdo. Em relagcado as
dificuldades descritas por Tall (1992), identificamos preferéncia por métodos
procedimentais em detrimento de compreensdo concetual, dificuldades na
manipulagdo algébrica, dificuldade no uso da notagdo do diferencial da variavel
independente, dificuldade em selecionar e usar a representacao apropriada, bem
como dificuldades em traduzir problemas do mundo real em formulagdo de Calculo.
Quanto as teorias da Reificagdo e APOS, a aluna encontra-se na fase de interiorizagao
e no nivel de estrutura mental agdo. Portanto, a aluna tem uma compreensao do
conceito de integral de uma funcgao incipiente.

3.1.3.2 Amarildo
Resposta a questao 11 (Figura 0.77).
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Figura 0.77 Resposta a questao 11 (Amarildo)

Apresenta um conceito de integral fazendo recurso a interpretagdo geométrica da
definigdo de integral de uma fungéo. Apesar de algumas imprecisdes, na sua resposta
esta presente a interpretacédo geométrica da integral de uma fungao. Na entrevista ndo
fundamenta a sua resposta, apenas a mantém, o que pressupde dizer que € uma
informagdo memorizada, mas nao relacionada com conceitos do calculo integral.

142



Tendo a sustentagdo em imagética visual, o conceito pode estar baseado numa
concecgao estrutural, ainda que nao tenha sido reificado. Podemos considerar um
conceito condensado, a luz da Teoria da Reificacdo, e um nivel de compreensao do
conceito de integral de uma fungao instrumental.

Resposta a questao 12 (Figura 0.78).
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Figura 0.78 Resposta a questao 12 (Amarildo)

Poderia tirar melhor proveito da substituicdo feita, o que resultaria numa resolucao
mais simples (1 + x2 por t). Apesar disto, chega ao resultado final correto, com uma
resolucao correta. Mais uma vez o aluno mostra a capacidade de trabalhar simbolos
algébricos, a capacidade de trabalhar com fun¢des. O aluno domina o método de
substituicdo, bem como procedimentos e propriedades associados ao meétodo,
nomeadamente propriedades dos radicais, propriedades de poténcias e procedimento
para mudanca de variavel. O Amarildo mostra assim um bom desempenho em termos
processuais no calculo simbdlico, que estao interiorizados, mas que carecem de
coordenagao com outros processos para poderem ser capsulados na construgcao do
conceito. Deste modo, o aluno revela um nivel de compreensao do conceito integral

de uma funcédo instrumental.
Resposta a questao 13 (Figura 0.79).
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Figura 0.79 Resposta a questado 13 (Amarildo)

Esta questdo é de interpretagdo, onde o integrando, r(t), esta dado de maneira
genérica, portanto, ndo é possivel calcular a integral. A resposta que se procura € uma
descrigdo do que representaria o resultado, em caso de calculo. Sendo a integral
geometricamente interpretada como a area da superficie delimitada pela curva, pelo

eixo das abscissas e pelas retas t =0 e t = 8, a integral fogr(t)dt representa o

consumo de petréleo do ano 2000 ao ano 2008. O aluno n&o reconhece r(t) como
uma fungao genérica e tenta reduzi-la a um caso concreto, o caso de f(r) = r. Deste
modo, ignora também dt e, mentalmente, passa a considerar dr. A resolugao do aluno
é reflexo de uma abordagem da questao a nivel de processo e de dificuldade em,
segundo Tall (1992), traduzir problemas do mundo real em formulagao de Calculo. O
desempenho do aluno nesta questao confirma o seu desempenho na questdo 11, ou
seja, tem um conceito de integral de uma fungdo mais memorizado do que relacionado
com outros conceitos. Em termos da Teoria da Reificagdo, notamos que o aluno
encontra-se na fase da condensagdo. Pela analise feita, notamos que o nivel de
compreensao do conceito de integral de uma funcao é instrumental.

O Amarildo, em relacdo ao conceito que tem e a capacidade de descricédo, faz uma
reprodugdo de um conceito de integral memorizado, assente na sua interpretacéo
geométrica. Em relagédo as representagdes algébrica, numérica e grafica de funcao,
mantém o nivel apresentado nas resolucdes das questdes anteriores do questionario.
Em relagdo a questdo 13 (Figura 0.79), podemos inferir que o aluno esta mais
preparado para aplicar procedimentos do que para interpretar questdes atipicas. Na
mesma questdo o aluno revela dificuldade em, segundo Tall (1992), traduzir
problemas do mundo real em formulacdo de Calculo. Quanto a teoria da Reificacéao,
notamos que o aluno esta na fase de reificdo, tendo uma concegao estrutural de
integral de uma fungéo. O aluno tem um nivel de compreensao do conceito de integral
de uma funcédo instrumental.

3.1.3.3 Amaro
Resposta a questao 11 (Figura 0.80).
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Figura 0.80 Resposta a questdo 11 (Amaro)
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Por aquilo que o aluno apresenta (Figura 0.80), nota-se que tem ideia do assunto,
baseada numa interpretacdo geométrica. A ideia esta incompleta, mas dela constam
aspetos importantes do conceito. A representagdo grafica remete-nos a ideia de
calculo, pelo método de exaustido, da area delimitada pela curva da fungao em analise,
pelo eixo das abscissas e pelas retas x = x; (Oux = a) e x = x, (ou x = b). Tendo em
conta a imageética visual refletida na representacéo grafica, o aluno apresenta uma
concecgao estrutural importante para a construgao do conceito. Apesar disto, e tendo
em conta por exemplo a sua limitagdo na representagao algébrica do conceito de
integral de uma fungao, o aluno ndo tem o conceito reificado. Deste modo, inferimos
que o aluno tem um nivel de compreensdo do conceito de integral de uma fungéo

instrumental.
Resposta a questao 12 (Figura 0.81).
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Figura 0.81 Resposta a questado 12 (Amaro)

O aluno apresenta uma resolucdo correta, o que revela que tem dominio do
procedimento de resolugédo de integral pelo método de substituicdo, tem uma boa
concegao operacional do conceito de integral de uma fungao, particularmente pelo
meétodo de substituicdo. O aluno consegue usar regras e férmulas de integrais e
aplica-las na resolugcdo da questdo, portanto, tem um nivel de compreensido do
conceito de integral de uma fungao instrumental.
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Resposta a questao 13 (Figura 0.82).

Figura 0.82 Resposta a questdo 13 (Amaro)

A resposta que o aluno apresenta € um forte indicador de que, no que toca a
integracédo, ha um forte dominio de procedimentos em detrimento de conceitos, pois
mesmo nao sendo possivel efetuar uma resolugao algébrica, os alunos forgam-na,
como se fosse a unica saida. Claro esta que esta questao é de interpretagcao, onde o
integrando, r(t), estd dado de maneira genérica, portanto, ndo & possivel calcular a
integral. A resposta que se procura é uma descrigdo do que representaria o resultado,
em caso de calculo. Sendo a integral geometricamente interpretada como a area da
superficie delimitada pela curva, pelo eixo das abscissas e pelasretast =0et =8,

a integral fogr(t)dt representa o consumo de petréleo do ano 2000 ao ano 2008. O

aluno tem dificuldade em relacionar, conforme descreve Tall (1992), problemas do
mundo real com o conceito de integral de uma funcdo. Pela abordagem a questao
feita pelo aluno, podemos inferir que tem um nivel de compreensao do conceito de
integral de uma fungao instrumental.

O Amaro, no que diz respeito aos conceitos que tem e a capacidade de descrevé-los,
o de integracdo é dominado mecanicamente. Quanto as representagdes algébrica,
geométrica, e numérica, apresenta uma abordagem mais procedimental, permitindo-
nos inferir que tem uma estrutura mental a nivel de processo, quanto a Teoria APOS,
e que esta na fase de condensacdo, quanto a Teoria da Reificacdo. Quanto as
dificuldades descritas por Tall (1992), e tendo em conta o0 seu desempenho na questéao
13, tem dificuldades em relacionar problemas do mundo real com o conceito de
integral de uma fungéo. Portanto, no que diz respeito ao conceito de integral de uma
funcdo, podemos considerar que o aluno tem um nivel de compreenséo do conceito
de integral de uma funcéao instrumental.
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3.1.3.4 Ana
Resposta a questao 11 (Figura 0.83).
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Figura 0.83 Resposta a questao 11 (Ana)

No que diz respeito ao conceito que tem de integragcdo, bem como a capacidade de
descricao, apresenta uma ideia incompleta. Apresenta a derivabilidade e nao a
continuidade como condi¢ao para que uma fungao seja integravel num intervalo, o que
mostra dificuldade de relacionar adequadamente conceitos da integracdo de uma
funcdo. A entrevista ndo contribui o suficiente para mudar o sentido da resposta. A

aluna apresenta um nivel de compreensao do conceito de integral de uma funcgéo
incipiente.

Resposta a questao 12 (Figura 0.84).
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Figura 0.84 Resposta a questao 12 (Ana)

Procedimentalmente resolve corretamente o exercicio. A aluna mostra um bom
dominio do procedimento de resolugdo. A aluna tem capacidade de aplicar regras e
férmulas de integrais na resolugdo de uma integral por substituicdo, revelando uma

boa concegéao operacional e um nivel de compreensao do conceito de integral de uma
funcao instrumental.
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Resposta a questao 13 (Figura 0.85).

Figura 0.85 Resposta a questao 13 (Ana)

A resposta que a aluna apresenta (Figura 0.85) € mais um indicador de que, quanto a
integracéo, ha mais dominio de procedimentos do que de conceitos. A aluna procura
resolver algebricamente, quando se espera uma resolugao por via de interpretagao. A
aluna revela o que Tall (1992) descreve como dificuldade em relacionar problemas do
mundo real com conceitos do Calculo Integral de maneira apropriada. Pela abordagem
a questao feita pela aluna, podemos inferir que tem um nivel de compreensao do
conceito de fungao instrumental.

A Ana, no que diz respeito aos conceitos que tem e a capacidade de descrevé-los, o
de integral de uma fungédo é dominado de forma procedimental, o que, em situag¢des
um pouco fora de procedimentos com que esta familiarizada, a remete a uma situagao
de dificuldade de prosseguimento. Quanto as teorias APOS e da Reificagao, podemos
inferir que tem uma estrutura mental a nivel de processo e que esta na fase de
condensacgao, respetivamente. Quanto ao nivel de compreensao do conceito de
integral de fungédo, podemos descrevé-la como tendo um nivel essencialmente
instrumental.
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3.1.3.4 Armindo
Resposta a questao 11 (Figura 0.86).
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Figura 0.86 Resposta a questdo 11 (Armindo)

A ideia fica por completar tanto no questionario como na entrevista. Apresenta a
derivabilidade e ndo a continuidade como condicdo para que uma fungdo seja
integravel num intervalo, mostrando dificuldade em relacionar adequadamente
subconceitos do conceito de integral de uma fungdo. Podemos afirmar que a aluna
tem um nivel de compreensao do conceito de integral de uma fungao incipiente.

Resposta a questao 12 (Figura 0.87).
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Figura 0.87 Resposta a questdo 12 (Armindo)

Com alguma confusdo nos simbolos — depois de integrar preserva o dt e, no
resultado final, mantém o simbolo de integragdo — o aluno chega ao resultado final.

3
/ . . . . ,
Em %f%dt + C, depois de ter aplicado a formula de integral, preserva o simbo de

2
integracéo e o diferencial de t, dt. No passo seguinte retira o simbolo de integragao,
mas no resultado final o simbolo de integragdo volta a aparecer. O aluno mostra
dificuldade em identificar onde colocar o simbolo de integragdo, embora use os
procedimentos de integracdo corretamente. O aluno tem dificuldades na notacgao,
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considerando a descricdo de Tall (1992), € o mesmo que dizer que o aluno tem
dificuldade em selecionar e usar representacdo apropriada. Portanto, podemos
afirmar que o aluno tem um nivel de compreensao do conceito de integral de uma
funcao essencialmente instrumental.

Resposta a questao 13 (Figura 0.88).
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Figura 0.88 Resposta a questdo 13 (Armindo)

Nesta resposta (Figura 0.88), repete-se o quadro verificado com os demais alunos.
Ha um forte dominio de procedimentos em detrimento de conceitos, a concecao
operacional sobrepde-se a estrutural. Mais uma vez nota-se o aluno a tentar resolver
algebricamente em vez de simplesmente apresentar uma descricdo da sua
representacdo. E uma abordagem procedimental da questdo, é um desempenho a
nivel de processo. E uma dificuldade, descrital por Tall (1992), em relacionar
problemas do mundo real com conceitos do Calculo Integral. Por tanto podemos
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afirmar que o aluno tem um nivel de compreensao do conceito de integral de uma
funcao instrumental.

O Armindo, em relagao ao conceito que tem e a capacidade de descricdo do que faz,
consegue apresentar o conceito de integragdo de maneira incompleta. Tem uma
compreensao sequencial dos procedimentos de integragdo. Quanto as teorias APOS
e da Reificagédo, o aluno tem uma estrutura mental a nivel de processo e tem uma
concecdo na fase de condensacgao, respetivamente. O aluno tem um nivel de
compreensao do conceito de integral de uma fungao instrumental.

3.1.3.6 Edson
Resposta a questdo 11 (Figura 0.89).
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Figura 0.89 Resposta a questado 11 (Edson)

Apresenta (Figura 0.89) uma definicdo confusa e bastante afastada da definigdo de
integral de uma funcgéo, o que também se verifica — se repete — na descri¢gao verbal
ao longo da entrevista. Para além de desarticulados, os conceitos que apresenta, na
sua maioria (demonstracgao, posi¢cao de cada elemento de func¢éo, resolu¢ao), ndo sédo
associaveis a definicdo de integral de uma fungdo. Tendo em conta Tall (1992), o
aluno tem uma fraca imagem mental do conceito de integral de uma fungao. O aluno
tem um nivel de compreensao do conceito de integral de uma fungao incipiente.

Reposta a questao 12 (Figura 0.90).

Figura 0.90 Resposta a questado 12 (Edson)

O aluno faz uma confusédo total entre o simbolo de integral e o simbolo de fungéo,
trata-se de uma resolucao que evidencia falta de dominio do procedimento de calculo
da integral. O desempenho é tado confuso quanto a definigdo que apresenta de integral
de uma funcgao, os conceitos sdo operacionalizados de maneira desconexa. Tendo
em conta a descricdo de Tall (1992) sobre as dificuldades na aprendizagem do
Calculo, o aluno tem dificuldade em selecionar e usar representagdes apropriadas,
bem como na manipulag&o algébrica. Portanto, o aluno tem um nivel de compreensao
incipiente sobre o conceito de integral de uma fungao

Resposta a questao 13. Questao sem resposta e sem acréscimos na entrevista. Uma
implicagao imediata da nao resposta a esta questao €, de acordo com a descrigao de
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Tall (1992), a dificuldade do aluno em traduzir problemas do mundo real em
formulacdo do Calculo. As dificuldades reveladas pelo aluno nas resolugdes das
questdes 11 e 12 também estdo na base da nao resolucido da questdo 13. Portanto,
o nivel de compreensao do conceito de integral de uma fungao revelado pelo aluno é
incipiente.

O Edson, no que diz respeito ao conceito que tem, bem como a capacidade de
descrigao do que faz, esta ao nivel de agao. Quanto as teorias APOS e da Reificacgao,
o aluno tem uma estrutura mental a nivel de acdo e tem uma concecéo na fase de
condensacgao, respetivamente. O aluno tem um nivel de compreensao do conceito de
integral de uma fungao incipiente.

3.1.3.7 Eduardo

Este aluno n&o responde a qualquer questéo sobre integragéo tanto no questionario
quanto na entrevista. No mesmo questionario (Apéndice 3: Questionario de
caraterizagéo da estrutura cognitiva dos alunos), na primeira e segunda partes, fungéo
e diferenciacao respetivamente, o aluno apresenta um nivel de compreensao dos
conceitos incipiente. A incipiéncia, na primeira parte do questionario, assenta em ter
um raciocinio covariacional — conforme descrito por Oehrtman, Carlson, & Thompson
(2008) — reduzido apenas a agao mental 1, na segunda parte, assenta em, por
dificuldades anteriores ndo conseguir responder a qualquer questao. Portanto, a ndo
resposta do aluno na terceira parte revela um nivel incipiente de compreenséo do
conceito de integral de uma fungao.

3.1.3.8 Efigénio
Resposta a questao 11 (Figura 0.91).
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Figura 0.91 Resposta a questao 11 (Efigénio)

Na unica resposta que da as questdes de integragdo do questionario, o aluno
apresenta uma ideia incompleta ao tentar definir integral de uma funcéo. Volta a
apresentar problemas no conceito, por exemplo na referéncia a intervalos numeéricos,
e 0s subconceitos ndo sdo adequadamente relacionados. O fraco desempenho deve-
se a profundidade com que se constata as dificuldades na aprendizagem do Calculo
descritas por Tall (1992) e um raciocinio covariacional, segundo Oehrtman, Carlson,
& Thompson (2008), reduzido a agdo mental 1 no desempenho apresentado nas
resolucdes das questdes anteriores do questionario. Portanto, o aluno tem um nivel
de compreensé&o do conceito de integral de uma funcgéo incipiente.

3.1.3.9 Elias
Resposta a questao 11 (Figura 0.92).
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Figura 0.92 Resposta a questao 11 (Elias)

A ideia apresentada € incompleta, apresenta problemas na representagao de intervalo
numeérico e os conceitos ndo sdo adequadamente relacionados. O aluno tem um nivel
de compreensao do conceito de integral de uma fungéo incipiente.

Resposta a questao 12 (Figura 0.93).

Figura 0.93 Resposta a questao 12 (Elias)

Ao considerar [ xV1 + x%2dx = [xV1+x? [dx = [x [V1+ x? [ dx o aluno considera
que [f(x)g(x)dx = [ f(x) [ g(x) [ dx, integral do produto é igual ao produto das
integrais, regra que n&o existe. Além disso, o aluno ndo associa dx, o diferencial de
x, a cada uma das fungbes que considera como fatores do integrando, mostrando
dificuldades no conceito de diferencial de uma funcdo. O aluno nio aplica
corretamente nenhuma regra ou férmula de integral que nos permita confirmar algum
conhecimento seu neste sentido. Quanto as teorias APOS e da Reificacédo, o aluno
tem uma estrutura mental a nivel de agcdo e tem uma concecdo na fase de
interiorizag&o. Portanto, o aluno apresenta um nivel de compreensao do conceito de
integral de uma fungao incipiente.

3.1.3.10 Emanuela

A aluna nao responde a qualquer questao da parte integragao tanto no questionario
quanto na entrevista. No mesmo questionario (Apéndice 3: Questionario de
caraterizagao da estrutura cognitiva dos alunos), na primeira e segunda partes, fungéao
e diferenciacdo respetivamente, a aluna, por via de algumas verbalizagbes em
entrevista, apresenta um nivel de compreensao dos conceitos incipiente. Podemos
inferir que quanto as teorias APOS e da Reificagdo a aluna tem compreensao nos
seus niveis iniciais, acao e interiorizacao, respetivamente. Podemos inferir também
que a nao resposta da aluna na terceira parte revela um nivel incipiente de
compreensao do conceito de integral de uma fungao.

3.1.3.11 Conclusodes sobre o conceito de integracao

E notdrio o reflexo do acumulo de dificuldades nos alunos. Quantas mais dificuldades
apresentadas nas secg¢des Funcéao e Diferenciacdo do questionario de caraterizagao
da estrutura cognitiva dos alunos (Apéndice 3), maiores as dificuldades apresentadas
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na seccao Integracdo. Todos os alunos refletiram nos seus desempenhos as
dificuldades apresentadas nas duas sec¢des anteriores. Apesar disso, importa
destacar o desempenho de trés deles: Amarildo, Amaro e Ana. Estes, também pelo
facto de menos dificuldades terem apresentado nas duas seccdes anteriores,
apresentam melhores desempenhos na presente seccao.

Tabela 16: Estrutura cognitiva associada ao conceito de integragao

Representacgéo Representagéo

algébrica numerica

Process | Objet | Aga | Process | Objet
0 0 0 0 0

X

Representacgao grafica

Aluno Aca | Process | Objet

0] 0) 0)

>
W)
[}

Alexandr
a
Amarildo
Amaro
Ana
Armindo
Edson
Eduardo
Efigénio
Elias
Emanuel
a

XX | X|X

XXX | X | X
XXX XX X|X|X|X| X |o
XXX XX | X | X

3.1.4 Sintese da caraterizagao dos alunos

Notamos que nos alunos com desempenho a nivel de acdo — tanto no conceito de
funcdo, no de derivada, como no de integral — predomina uma visdo algoritmica,
predomina uma visdo mostrativa em detrimento de uma demonstrativa da Matematica,
predomina uma visdo particular ou pontual em vez de uma visdo genérica dos
conceitos matematicos, regista-se lacunas das formagdes nos niveis anteriores de
ensino, regista-se uma visao descontextualizada do Calculo. Todos os aspetos
indicados associados as dificuldades intrinsecas aos objetos matematicos
contribuiram para o baixo desempenho dos alunos.

Em relagc&o aos alunos com desempenho a nivel de processo ou de objeto, nos trés
conceitos estudados, notamos algum desprendimento da visao algoritmica, da viséo
sequencial nas suas resolugcdes, bem como nas suas declaracbes em entrevistas e
em intervencdes feitas na sala de aula. A visdo mostrativa ainda supera a
demonstrativa. A unidade curricular Matematica |, ndo sendo de especialidade, esta
estruturada sem muitas demonstracdes — é essencialmente Calculo Informal, como
designa Tall (1992) — o que contribuiu para que a visdo mostrativa prevalecesse
sobre a demonstrativa. A capacidade de generalizagéo dos alunos Amarildo, Amaro e
Ana era superior a daqueles a nivel de agao, porquanto conseguiam reconhecer a
necessidade de aplicacdo de determinado conceito em varias circunstancias. As
dificuldades intrinsecas aos objetos matematicos, apesar de que menos devido as
suas melhores habilidades, também influenciaram no desempenho dos alunos.
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Os alunos com os quais se prosseguiu o estudo sao o Amarildo, o Amaro e a Ana. Os
trés estdo mais frequentemente a nivel de processo e ou de objeto dependentemente
do conceito considerado. Constatamos que, de maneira geral, reinem os requisitos
necessarios para frequentar a unidade curricular Matematica |, o que nos garante
melhores resultados no nosso estudo. Constatamos também que reunem qualidades
— assiduidade, pontualidade e dedicagdo — que facilitam a sua aprendizagem, bem
como o desenvolvimento do estudo. Além disso teve-se em conta a necessidade de
se dar profundidade as abordagens através do foco em trés alunos e evitando-se
repeticdes consequentes de semelhancas entre os alunos.

Tabela 17: Sintese da caraterizagao dos alunos. Em destaque os alunos com os quais se continuou o
estudo

Funcéao Derivagao Integracao
Aluno | Aca | Process | Objet | Aga | Process | Objet | Aca | Process | Objet
0 0 0 0 0 0 0 0 0
Qlexandr X X X
Amarildo X X X
Amaro X X X
Ana X X X
Armindo X X X
Edson X X X
Eduardo X X X
Efigénio X X X
Elias X X X
Emanuel X X X

3.2 Provas parcelares

A primeira prova parcelar (0) tinha trés questdes. A primeira sem alineas, a segunda
com duas alineas e a terceira com trés alineas. A segunda prova parcelar (0) tinha
também trés questdes, sendo a primeira com trés alineas e as demais sem alineas.
Os enunciados de ambas avaliagbes podem ser encontrados nos anexos desta tese.
Os conteudos avaliados nas duas provas parcelares sdo sucessao, fungao e calculo
diferencial. Os conteudos de calculo integral foram lecionados depois da aplicagdo da
segunda prova parcelar e, portanto, avaliados depois no exame, bem como noutras
avaliagdes individuais e coletivas feitas depois da segunda prova parcelar. Os trés
alunos selecionados, por obterem uma média igual ou superior a 14 valores, foram, a
luz do regulamento académico em vigor na instituicdo, dispensados do exame. Os trés
alunos qualitativamente sdo bons e dos melhores da turma. As provas parcelares néo
foram elaboradas pensando somente neles, mas também nos outros alunos da turma
com nivel de aproveitamento académico que se distribuiu pelo bom, suficiente,
mediocre e mau.

As provas foram feitas em folhas A4 brancas e a captacdo das imagens pelo
investigador foi feita antes da corregao realizada pela professora que lecionava a
unidade curricular. Desta forma, por ser a folha toda branca e por se antecipar a
corregdo da professora, preveniu-se a existéncia de polui¢do visual nas imagens
captadas.
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Os conteudos avaliados estavam dentro dos lecionados pela professora. Descarta-se,
assim, qualquer dificuldade na prestacdo de provas decorrente de incoeréncia entre
os conteudos lecionados e os avaliados.

As questdes da primeira prova parcelar consideradas s&o as seguintes:

« Sabendo que o primeiro termo de uma progressao aritmética é -3 e a razéo é
6, calcule o 18.° termo da sucesséo.

» Dado o grafico

a) Analisar se existe continuidade no ponto x = 3;
b) Caso exista, indicar o tipo de descontinuidade.

« Calcular:
. n3+n2-2
a) lim ——;
n-ooo 2n°-1
. x2-3x+2
b) lim———;
x—1 2x-2
. sin(3x
c) lim SnGEx)
x—0 2x

As questdes da segunda prova parcelar consideradas sao as seguintes:
1. Derive as fungbes seguintes:
a) f(x) =4x%—sinx + xcosx;

__ 4x-5,

b) ¥y =

x=2"
c) Achar y' para 3x +e*¥ —3y = 0.
2. Determine a equagéo da reta tangente a curva f(x) = x* + x em x = 3.

3. Dada a fungdo que representa o custo de um produto de uma fabrica A.
Determine o custo marginal para x = 4.
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c(x) = x> +5x* +5x3 + 10

3.2.1 Amarildo
Resposta a questao 1 (Figura 0.94) da 1.2 prova parcelar.

||JII uh :u_li-rl."r'l-.dll"l

Wag = -3 +(45-4) ¢
=-3 +i+-£

=99

Figura 0.94 Resposta a questao 1 da 1.2 prova parcelar (Amarildo)

O aluno comeca a resolugao (Figura 0.93) apresentando a formula que Ihe permite tal
feito: a férmula do termo geral de uma progressao aritmética. A seguir substitui nela
os elementos u,, n e r e obtém u, 3. Os elementos da formula estdo bem identificados
e relacionados na formula, o que permitiu, através de operagdes aritméticas
elementares, chegar ao valor de u;g.

Resposta a questao 2 (Figura 0.95) da 1.2 prova parcelar.

2)
'_.I'L:.'n] F
L, '“I!['.i.’.:' ¥ i ]L[?f.}l = 4 po
L—> = X=X

" ] "l

11.- 1 -n-\.t “xm.l..,i i ..-_-:5_ -|";"-' = - J-: . 3
e l—l_-—r_.!".'-l pred  mlile ClEwile
Figura 0.95 Resposta a questado 2 da 1.2 prova parcelar (Amarildo)

Nesta questdo (Figura 0.95), sabe-se que para que uma fungdo seja continua num

ponto a condi¢gdo é que a sua imagem e o seu limite sejam iguais no mesmo ponto,

ou seja, f(xy,) = lim f(x). Para que o limite de f(x) exista & necessario e suficiente
X—Xg

que os seus limites laterais também existam e sejam iguais, ou seja, lim f(x) = L se
XX
e so se lim f(x) = lim f(x) = L. O aluno evidencia a ndo existéncia da imagem da
X—Xg X=X

funcdo no ponto 3, apresentando a expresséao f(3)A e também apresenta os limites
laterais com valores diferentes lir?_f(x) =1e lir§1+f(x) = 400, provas de que a
X— X—

funcdo nao é continua no ponto x =3. Com esta resolugdo, o aluno mostra
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capacidade de algebrizar um problema dado graficamente e capacidade de
fundamentar aquilo que graficamente ja é visivel.

Em relagao a classificacdo da descontinuidade, em Matematica | considera-se trés
casos: (1) quando os limites laterais sao finitos e diferentes, a descontinuidade é
essencial do 1.° género; (2) quando pelo menos um dos limites laterais € infinito, a
descontinuidade € essencial do 2.° género; (3) quando a fung&o tem limite, mas é
diferente da sua imagem no ponto em analise, a descontinuidade é evitavel. A
resposta do aluno é “descontinuidade nao evitavel do género”. A classificagado s6 pode
ser uma de trés, portanto, € unica. Na sua resposta, o aluno apresenta elementos de
duas classificagdes distintas. O aluno compreende que ha uma descontinuidade, mas
tem dificuldades em relacionar os seus critérios de classificacdo, portanto, revela um
nivel de compreenséo do conceito instrumental. Em relagdo as teorias APOS e da
Reificacao revela ter a estrutura mental a nivel de processo e ter uma compreensao
concetual na fase de condensacao, respetivamente.

Resposta a questao 3 (Figura 0.96) da 1.2 prova parcelar.
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Figura 0.96 Resposta a questado 3 da 1.2 prova parcelar (Amarildo)

Nas resolugbes da questdo 3 (Figura 0.96) € notéria a sintese com que o aluno
manipula a sucessao e as fungdes para o calculo dos seus limites, suprimindo o passo
de identificacdo das indeterminacdes. No limite de sucessao rapidamente substitui a
expressao dada por uma equivalente e obtém o resultado logo a seguir. No limite do
quociente de dois polindmios, decompde ambos e sem dificuldades chega ao
resultado correto. Na alinea c) sabe transformar a expressdo de modo a pér em
evidéncia o limite fundamental trigonométrico, tendo cometido a falha de néo

. . . 3 ~ .
considerar o coeficiente 5 na obtencao do resultado final. O aluno apresenta um bom

desempenho algébrico e, do ponto de vista operacional, boa compreensdo dos
conceitos — sucesséo, limite de sucessao, funcéao, limite de funcdo — envolvidos e
suas relagdes. O aluno apresenta uma boa concecao operacional. O aluno apresenta
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um nivel de compreensao do conceito de limite de funcao relacional. Quanto as teorias
APOS e da Reificagao, revela ter uma estrutura mental a nivel de processo e ter uma
compreensao concetual na fase de reificacdo, respetivamente.

Em relagdo a segunda prova parcelar, o Amarildo mantém-se ao nivel das avaliagbes
anteriores. Comete alguns erros, os mesmos séo indicados e comentados.

Resposta a questao 1a) (Figura 0.97) da 2.2 prova parcelar.

a/
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Figura 0.97 Resposta a questao 1a) da 2.2 prova parcelar (Amarildo)

Na sequéncia da resolugdo apresentada na questdo 8 do questionario de
caraterizagao da estrutura cognitiva dos alunos (Figura 0.52), na resolugao da questao
1a) da 2.2 prova parcelar (Figura 0.97), o aluno consolida o seu bom desempenho
algébrico na derivagao de fungdes compostas. A presente resolugéao envolve as regras
do produto, da cadeia e da soma, bem como férmulas de fun¢des polinomiais (no caso
concreto, de poténcias) e trigonométricas. O bom desempenho do aluno consiste em
relaciona-las corretamente numa mesma resolugao.

Resposta a questdo 1b) (Figura 0.98) da 2.2 prova parcelar.
Yo o Yeeg
R YE S
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Figura 0.98 Resposta a questao 1b) da 2.2 prova parcelar (Amarildo)

Na resolugao da questao 1b) da 2.2 prova parcelar (Figura 0.98), o aluno mantém um
bom desempenho. Desta vez, relaciona bem na mesma resolugdo a regra do
quociente, a regra da soma e formula de poténcias. Tanto na alinea a) como na b) da
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questdao 1, o aluno mostra capacidade de coordenar o conhecimento que tem,
considerando novos elementos e apresentando resolugcdes mais complexas.

Resposta a questado 1c) (Figura 0.99) da 2.2 prova parcelar.

'n'/] 33 -rl'.:-"'_f?-—ﬁ} = T

2 s p i
e ’-r.*}r}".i,r:u
$+ 3™ 3y =

Y'(e¥7.3) --3

Figura 0.99 Resposta a questao 1c) da 2.2 prova parcelar (Amarildo)

No segundo passo da questdo 1c) (Figura 0.99), o aluno considera (3x)' = 3. No
mesmo passo a derivada de xy ndo esta correta, o aluno considera (xy)’ = y' em vez
de (xy)'=x'y+xy'=y+xy'. Ainda neste passo, a parcela 3y mantém-se
inalterada. Notamos que nas parcelas em que consta a variavel dependente y, o aluno
apresenta dificuldades em derivar. O conceito de y como fungdo composta, numa
funcdo dada implicitamente, ndo esta interiorizado pelo aluno, falta-lhe este conceito
para relacionar corretamente os elementos que fazem parte da questdo. No contexto
das fungdes implicitas, o aluno ainda nédo compreende a classificagédo de x e y como
variaveis relacionadas, conforme o modelo 3UV de Trigueros & Usini (2003) classifica.
O aluno revela dificuldade em absorver nova ideia complexa num tempo limitado,
conforme descreve Tall (1992). O aluno revela um nivel de compreensao do conceito
de derivada de uma fungéo instrumental.

Resposta a questao 2 (Figura 0.100).
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Figura 0.100 Resposta a questao 2 da 2.2 prova parcelar (Amarildo)

O aluno apresenta (Figura 0.100) um bom desempenho algébrico na resolugéo deste
exercicio tipico do calculo diferencial, o da equagéao da reta tangente a uma curva num
ponto dado. O aluno relaciona bem o bom desempenho algébrico que tem com regras
e formulas de derivada com a equagao da reta tangente, y — y, = f'(x0) (x — xo).

Resposta a questao 3 (Figura 0.101).
3
o

f-'i'_u,_-] = yd L

Cla)yzs S22 4 260 + 150

¢ (4) = 75, Hﬂf 2 o ‘1:' t 15 rir*:

= 1 Coi

Figura 0.101 Resposta a questao 3 da 2.2 prova parcelar (Amarildo)

A resolugao da questao 3 (Figura 0.101) esta correta. Do ponto de vista puramente do
Calculo Diferencial, € uma questdo com um grau de dificuldade inferior ao das
questdes anteriores desta 2.2 prova parcelar, ou seja, a resolugao da questao requer
apenas relacionar a regra da derivada da soma de duas ou mais fungdes, bem como
a férmula da derivada da poténcia. O que a questao tem de diferente é que é aplicada
a Economia. Na resolugao, tal como ja aconteceu nas questdes anteriores, o aluno
mostra bom desempenho algébrico, uma boa conceg¢ao operacional.

Trata-se de um aluno com frequéncia as aulas muito alta e cumpridor das suas
obrigagdes, portanto, bastante assiduo e dedicado. Tem o habito de tomar
apontamentos comentados, ou seja, toma os apontamentos escritos ou ditados pela
professora e, conforme esta vai explicando, comenta por escrito, a esferografica ou a
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lapis, ao redor dos seus apontamentos. Podemos constatar, tanto pela observacao
feita nas aulas como nas respostas dadas nas entrevistas, que as duvidas que
apresenta normalmente sdo consequéncia dos comentarios que vai fazendo. Ao fazer
comentarios dos seus conteudos por sua propria iniciativa e ao colocar questbes
resultantes de tais comentarios, o aluno contribui significativamente para aceleragao
da sua assimilagdo, para aceleragdo da passagem por mecanismos mentais, e 0
alcance de estruturas mentais.

No que diz respeito a participagéo na investigagao sempre esteve disponivel e reagiu
positivamente as iniciativas do investigador. Notava-se que o seu discurso era muito
apoiado nos seus comentarios, ou seja, na sua “propria” produgéo feita ao longo das
aulas e ao longo dos seus estudos feitos em casa. As vezes era preciso conciliar a
terminologia de tal discurso com a do investigador que era a terminologia
tecnicamente correta.

O nivel de conhecimento apresentado ao longo da investigacdo era claramente
evolutivo, as notas obtidas nas avaliagdes parcelares, bem como noutras avaliagdes
individuais e coletivas feitas pela professora ao longo das aulas perfizeram uma meédia
final de 15 valores.

Tabela 18 Sintese de caraterizagao do Amarildo no fim do semestre

Funcéo Derivagéo Integragao3?
Aluno | Aca | Process | Objet | Aca | Process | Objet | Aga | Process | Objet
o 0 0 0 0 o o o 0
Qmarlld X X X

Pelo que foi exposto acima e sintetizado na tabela (

Tabela 18) sobre o Amarildo, constatamos que ha evolugdo na aprendizagem do
mesmo, as suas estruturas mentais estdo melhoradas e ou consolidadas com a
lecionacao da unidade curricular. O nivel de preparacado do aluno para a frequéncia
da unidade curricular Matematica | — consistindo numa estrutura mental a nivel de
processo, com capacidade de relacionar com bom desempenho subconceitos dos
conceitos de funcao, derivada de uma funcéo e integral de uma fungado — reflete-se
positivamente na sua aprendizagem da Matematica I.

Um exemplo concreto de aprendizagem € a relacédo que se pode estabelecer entre o
seu desempenho na questao 3 do questionario de caraterizagédo da estrutura cognitiva

33 Caraterizago feita a partir das avaliagdes individuais e coletivas feitas pela professora apds a segunda prova
parcelar e antes do exame. Aqui o didlogo com a professora da unidade curricular Matematica I jogou um papel
importante. Por ndo ser uma unidade curricular de especialidade, os alunos com média igual ou superior a 14
valores sdo dispensados do exame. Este cenario verificou-se nos trés alunos, Amarildo, Amaro e Ana.
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dos alunos (Apéndice 3) e o seu desempenho na questao 2a) da 1.2 prova parcelar.
Notamos que o aluno passa para um nivel superior de compreensao de fungdes de
dois ou mais ramos, o aluno relaciona melhor os subconceitos envolvidos no conceito.

Um exemplo concreto de reflexo positivo € o reflexo do seu bom desempenho nas
questdes de resolugcado algébrica do questionario de caraterizagdo da estrutura
cognitiva dos alunos (Apéndice 3) no seu bom desempenho nas questbes 1a) e 1b)
da 2.2 prova parcelar, questdes em que se requer a aplicagdo da regra da cadeia.
Nestas duas alineas o aluno apresenta um conceito imagem relacional da derivada
de uma funcéo.

A resolugdo que o aluno apresenta da questdo 1c) (Figura 0.99) reflete uma
dificuldade de aprendizagem do aluno, a dificuldade de relacionar o conceito de
derivada de uma fungdo com o conceito de fungcdo dada na forma implicita. Pelo
modelo 3UV — Modelo de 3 Usos da Variavel de Trigueros & Usini (2003) —,
podemos concluir que a dificuldade esta no conceito de variaveis relacionadas que se
torna mais complexo quando se trata de fungdes dadas na forma implicita, onde as
variaveis independente e dependente ndo tém uma separacao clara. O conceito de
variaveis relacionadas do aluno, no contexto da relacéo entre derivada de uma fungao
e funcdo implicita, precisa de evoluir, pois, se assim ndo acontecer, a aprendizagem
ficara incompleta. Portanto, na resolugao da alinea 1c) o aluno mostra um conceito
imagem instrumental da derivada de uma fungéo.

Na resolugao da questdo 2 da 1.2 prova parcelar (Figura 0.95) o aluno consegue
analisar a fungédo sem estar vinculada a uma regra nem dependente de uma formula.
Tendo em conta a visdo de agao e de processo das fungdes de Oehrtman, Carlson, &
Thompson (2008, p. 36) (Tabela 8), consideramos uma visdo de processo. Quanto as
teorias APOS e da Reificagao, o aluno revela uma estrutura mental a nivel de processo
e revela estar na fase de condensacao, respetivamente. O nivel e a fase em que o
aluno se insere sao os mesmos resultantes da aplicagdo do questionario de
caraterizagdo da estrutura cognitiva dos aluno (Apéndice 3), com a diferenga de se
referirem a conceitos mais amplos e mais profundos, portanto, mais complexos.
Essencialmente o aluno mostra um nivel de compreensao dos conceitos instrumental.

3.2.2 Amaro
Resposta a questdo 1 da 1.2 prova parcelar (Figura 0.102).

Figura 0.102 Resposta a questao 1 da 1.2 prova parcelar (Amaro)
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Na resolugao (Figura 0.102) desta questdo o aluno apresenta um bom desempenho,
conhece a férmula do termo geral da progressao aritmética e consegue substituir os
dados que lhe sao fornecidos para encontrar a resposta pretendida.

Resposta a questédo 2 da 1.2 prova parcelar (Figura 0.103).
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Figura 0.103 Resposta a questao 2 da 1.2 prova parcelar (Amaro)

A resolugao da questao 2 (Figura 0.103) revela um bom desempenho do aluno na sua
alinea a), conseguindo interpretar corretamente a representacao grafica da fungao e
conseguindo mostrar algebricamente que a fungéo nao é continua no ponto x = 3. Em
relacdo a alinea b) o desempenho também & bom, a linguagem apresentada pelo
aluno — “descontinuidade nao evitavel da 2.2 espécie” — nao é a pretendida, mas a
ideia passada vai ao encontro da classificacdo pretendida. As descontinuidades
podem ser consideradas de dois tipos: (1) evitavel e (2) essencial — do 1.° e do 2.°
geénero. Ao dizer “ndo evitavel” inferimos que o aluno esteja a considerar “essencial’,
o contrario de evitavel na classificagcao dicotomica da descontinuidade que acabamos
de ilustrar. Portanto, o raciocinio do aluno tem sustentacdo e reflete aprendizagem,
reflete um nivel de compreenséo relacional. Quanto as teorias APOS e da Reificagao,
revela ter uma estrutura mental a nivel de objeto e ter compreensao do conceito na
fase de reificacao, respetivamente.

Resposta a questéo 3 da 1.2 prova parcelar (Figura 0.104, Figura 0.105 e Figura 0.106)
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Figura 0.105 Resposta a questao 3b) da 1.2 prova parcelar (Amaro)

Figura 0.106 Resposta a questao 3c) da 1.2 prova parcelar (Amaro)

Nas resolugdes das questdes 3a) e 3b) (Figura 0.104 e Figura 0.105), o aluno
apresenta um bom e minucioso desempenho. Chega as indeterminagdes e ao
resultado final apresentando minuciosamente os passos necessarios. O aluno
apresenta bom desempenho algébrico.

Na resolucao da questao 3c) (Figura 0.106) o aluno apresenta dificuldade na aplicagao
do conceito de limite fundamental trigopnométrico. Ao substituir ling% por 1, o aluno
X—

mostra ter conhecimento sobre limite fundamental trigopnométrico, mas ao fazer a
substituicdo sem antes transformar o denominador em 3x para que seja igual ao
argumento da funcao seno revela dificuldade no conceito. Nas resolugdes dos limites
das alineas a) e b) o aluno mostra capacidade de transformar fragbes por
conveniéncia de calculo, mantendo-as equivalentes — ou seja, mostra capacidade de
aplicar artificios matematicos. Ora, se tem essa capacidade, entdo também tem
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sen 3x sen 3x

. 3 iy y .
capacidade de transformar em - X =3X , um artificio algébrico

X X
simples. Isso sustenta a ideia de que a dificuldade esta no conceito de limite
fundamental algébrico. O aluno apresenta uma boa concei¢gado operacional, mas teve
dificuldades em relacionar conceitos na questdo 3c), portanto revela um nivel de
compreensao do conceito de limite de fungao instrumental. Em relagdo as teorias
APOS e da Reificagao, o aluno revela ter uma estrutura mental a nivel de processo e
ter uma compreenséao concetual na fase de condensacgao, respetivamente.

sen 3x

Resposta a questdo 1 da 2.2 prova parcelar (Figura 0.107 e Figura 0.108).
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Figura 0.107 Resposta a questao 1a) da 22 prova parcelar (Amaro)
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Figura 0.108 Resposta a questao 1b) da 2.2 prova parcelar (Amaro)

167



>d
.
—
il
4
s
il
ot
1
L
=

i

.]*('.","J-.-r -'.*-_j j—l'i:‘j - | W .
Figura 0.109 Resposta a questao 1c) da 2.2 prova parcelar (Amaro)

Em relagdo a segunda prova parcelar, na resposta a questado 1a) (Figura 0.107), o
aluno comete um erro no quarto passo, em vez de obter - senx obtém senx ao derivar
cosx. Tirando este detalhe que, diante do desempenho do aluno, podemos considerar
um lapso, este apresenta um bom desempenho algébrico. Relaciona bem regras da
soma, do produto e da cadeia com formulas de derivada das fungdes seno, cosseno
e da poténcia.

Na resolugdo da questdo 1b) (Figura 0.108), o aluno relaciona bem a regra do
quociente, a regra da soma e formula da poténcia. Na resolu¢gdo da questdo 1c)
(Figura 0.109) o aluno, através de um bom desempenho algébrico, relaciona
corretamente os conceitos de fungdo implicita com os de regras e formulas de
derivada. A compreensao de x e y como variaveis relacionadas, conforme o modelo
3UV de Trigueros & Usini (2003), evolui de tal forma que o aluno ndo apresenta
dificuldades em relacionar as duas variaveis dentro de uma funcdo dada na forma
implicita, o aluno ndo tem dificuldade em absorver novas ideias complexas num tempo
limitado. Em relagao as teorias APOS e da Reificacao, o aluno revela ter uma estrutura
mental a nivel de objeto e ter uma compreensao concetual na fase da reificagao,
respetivamente. O aluno revela um nivel de compreensao do conceito de derivada de
uma funcgao relacional.

Resposta a questdo 2 da 2.2 prova parcelar (Figura 0.110).
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Figura 0.110 Resposta a questao 2 da 2.2 prova parcelar (Amaro)

Na resolucao da questao 2 (Figura 0.110), em determinada altura o aluno faz confusao
entre a variavel x e o pré-ponto x,. constatamos alguma falta de rigor no tratamento
de simbolos que o leva a tal falha, dando tratamento indiferenciado. Apesar disso, o
aluno chega ao resultado pretendido.

Resposta a questdo 3 da 2.2 prova parcelar (Figura 0.111).
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Figura 0.111 Resposta a questao 3 da 2.2 prova parcelar (Amaro)
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Em relagédo a questdo 3, o aluno apresenta um bom desempenho (Figura 0.111). O
aluno consolida a sua concegao operacional, relacionando bem a regra da soma e a
féormula da poténcia.

Trata-se de um aluno que muito dificilmente falta as aulas e que chega a sala antes
da professora, portanto, podemos considera-lo assiduo e pontual. Toma nota de tudo
quanto a professora escreve no quadro ou dita. Em relagdo as transcricdes dos
conteudos do quadro, importa assinalar um pormenor interessante, com frequéncia o
aluno nao se limita a transcrever os passos dados pela professora, entre eles inclui
alguns que lhe servem de apoio para uma melhor compreensao. Expontaneamente
participa nas aulas, resolvendo questdes ao quadro, respondendo a questdes
apresentadas pela professora e apresentando duvidas.

Quanto a participagdo na investigagdo, acedeu ao convite para fazer parte dela e
colaborou para que a mesma corresse da melhor maneira possivel. Sempre procurou
ser claro e objetivo nas suas respostas, o que permitiu ao investigador ter uma viséo
com uma boa aproximacgao das suas estruturas mentais, bem como dos mecanismos
utilizados para a sua superacdo. Nas suas descricbes sempre se fizeram presentes
palavras “préprias”, mas, com a boa interagéo feita com o investigador, sempre foi
compreensivel e ajustavel a linguagem tecnicamente correta.

Ao longo das aulas, nas diferentes abordagens feitas pela professora, o
desenvolvimento das estruturas mentais era bom, o que, atendendo que a professora
fazia outras avaliacbes para além das parcelares, pesou positivamente na sua média
final de 17 valores.

Tabela 19: Sintese da caraterizagao do Amaro no fim do semestre

Funcao Derivagao Integragao
Aluno | Agca | Process | Objet | Aga | Process | Objet | Aga | Process | Objet
o o 0 o o 0 o 0 0
émar X X X

Depois de Ihe ser lecionada a unidade curricular Matematica |, o Amaro
essencialmente eleva o nivel de estrutura mental com que iniciou a unidade curricular
nos conceitos estudados. Importa referir que os conhecimentos nos quais eleva a sua
estrutura mental sdo mais abrangentes e mais profundos, portanto, mais complexos.

O Amaro apresenta muito bom desempenho, em particular o algébrico, em todas as
questdes de derivada da 2.2 prova parcelar, o melhor dos trés alunos estudados.
Importa destacar o seu desempenho (Figura 0.109) na questdo 1c) da 2.2 prova
parcelar, onde € o uUnico que apresenta o resultado pretendido, estabelecendo
relagdes novas entre conceitos para poder derivar fungbes implicitas. O aluno
apresenta compreensao relacional dos conceitos, portanto, tem um conceito imagem
relacional de derivada de funcido. Para além do seu empenho durante as aulas,
provavelmente deve-se a sua boa prestacdo algébrica na segunda parte
(diferenciacdo) do questionario de caraterizagdo da estrutura cognitiva dos alunos
(Apéndice 3), ou seja, ao nivel de preparagao algébrica com que o mesmo se
apresenta para a frequéncia da unidade curricular Matematica |. Na aplicagcédo deste
instrumento podemos identificar elementos relevantes para a aprendizagem do aluno,
como as agdes mentais 1 e 2 de Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008) no seu
desempenho algébrico. Quanto as outras acbes mentais (3, 4 e 5), embora sem
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evidéncia no seu desempenho algébrico, ndo encontramos evidéncias algébricas de
que nao as tenha desenvolvidas. As resolucdes das questdes 2 e 3 da 2.2 prova
parcelar (Figura 0.110Figura 0.111) requerem — em termos de interpretagdo e nao
necessariamente em termos procedimentais — as agbes mentais 3 (coordenar a
quantidade de mudangca de uma variavel com alteragdes na outra variavel) e 5
(coordenar a taxa de variagao instantanea da fungdo com variagdes continuas na
variavel independente para todo o dominio da fungéo). Por esta razdo e atendendo ao
desempenho que o aluno apresenta, ha indicios de que o mesmo tenha desenvolvidas
as acdes mentais 3 e 5.

Um outro elemento relevante no desempenho do aluno é o que apresenta na
resolucao (Figura 0.18) da questdo 5 do questionario de caraterizagdo da estrutura
cognitiva dos alunos (Apéndice 3). Nesta resolugdo o aluno apresenta um bom
desempenho ao relacionar adequadamente fungbdes representadas algébrica e
graficamente. Este desempenho reflete-se positivamente na resolucao (Figura 0.103)
que o aluno apresenta da questdo 2 da 1.2 prova parcelar, onde, em particular na
alinea b), mostra bom raciocinio na interpretacdo (classificagcdo) que faz da
descontinuidade, utilizando uma linguagem diferente do padréo, no entanto, logica e
valida. Deste modo, atendendo a distincao entre visdo de acédo e de processo das
fungdes segundo Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008, p. 36) (Tabela 8),
constatamos a visdo de processo que o aluno tem de fungdes, pois, por exemplo, para
operar a fungdo nao precisa de té-la vinculada a uma regra nem depende da sua
férmula para produzir respostas. Atendendo ao seu desepenho nas outras questdes
tanto da primeira como da segunda prova parcelar, podemos concluir que, no que diz
respeito a fungdes, a sua estrutura mental esta ao nivel de objeto e a sua concegéo &
relacional. Consideramos este um quadro de aprendizagem n&o s6 quantitativa, mas
também qualitativa, pois 0 aluno comega a frequentar a unidade curricular Matematica
| com a estrutura mental essencialmente assente em processos (com concegao
instrumental na definicdo de funcdo e concecgao relacional nas resolugcbes das
questdes da parte de fungdes do questionario de caraterizagdo da estrutura cognitiva
dos alunos — Apéndice 3) e nesta altura apresenta a estrutura mental essencialmente
no dominio do objeto.

3.2.3 Ana

Resposta a questdo 1 da 1.2 prova parcelar (Figura 0.112).
] PP
H =<

4 \n
Hp = Wy in-4)¥

W | i

it =-3+(A%

L

=

Figura 0.112 Resposta a questao 1 da 1.2 prova parcelar (Ana)

Na resolucao (Figura 0.112) a aluna comega por apresentar os dados que lhe sao
fornecidos, u = —3 (em vez de u; = —3) e r = 6, omitindo n = 18. A substituicdo dos
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dados fornecidos na formula u, =u; + (n—1)r, apesar das insuficiéncias na
apresentacao dos dados fornecidos, é bem feita, mostrando-nos que a insuficiéncia
esta na representacao algébrica e ndo na interiorizagéo que a aluna faz do problema.
A aluna chega ao resultado pretendido na questao.

Resposta a questdo 2 da 1.2 prova parcelar (Figura 0.113).
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Figura 0.113 Resposta a questao 2 da 1.2 prova parcelar (Ana)

Na resolugdo (Figura 0.113) a aluna nao explora completamente o conceito de
continuidade de uma fungdo num ponto, baseia-se apenas na analise a imagem da
funcdo no objeto x =3 para concluir sobre a sua continuidade. Apesar de nas
resolucdes algébricas, geralmente, comegar-se por apresentar a imagem da funcgao,
a analise da sua continuidade comeca no limite, na comparagao dos limites laterais.
S6 depois disso, ndo se encontrando descontinuidade na analise ao limite, é que se
parte para a andlise a imagem e, havendo imagem, para a comparagao entre a
imagem e o limite da funcdo. Dito de outra forma, a sequéncia de analise da
continuidade de uma funcéo é: (1) Elxlir)? f(x); (2) Af(x0); B) f(xo) = Xlir};l f(x). A
—Xo0 —Xo

aluna comega e conclui a analise na segunda etapa, ou seja, ndo calcula os limites
laterais da fungéo na abscissa do ponto em analise, dai ndo ter chegado ao resultado
pretendido. A aluna revela um nivel de compreensao instrumental com dificuldades
na aplicacdo do procedimento de analise da continuidade da funcdo. Em relagao as
teorias APOS e da Reificagdo, revela uma estrutura mental a nivel de processo e
revela ter uma compreensao concetual na fase de condensacao, respetivamente.

Resposta a questédo 3 da 1.2 prova parcelar (Figura 0.114).
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Figura 0.114 Resposta a questdo 3 da 1.2 prova parcelar (Ana)

Na questdo 3b) (Figura 0.114) o resultado final é correto, mas ao longo da resolugéo
surge uma dificuldade relacionada com a aplicagdo do conceito de limite de uma

~ , ~  (x-1)(x-2) , ~
funcdo, é colocada a expressao o mas atras dela a aluna nao coloca a

expressao }Ci_rg . O limite de uma funcéo é calculado em relacdo a variavel indicada
nesta expressao. A aluna considera esta uma forma de simplificar a resolucao, a
insuficiéncia esta na respresentacgao algébrica e ndo no raciocino que a aluna aplica
na resolugdo da questdo. Em relagdo a questdo 3c) (Figura 0.114), nem sequer
arrisca. A julgar pelo desempenho algébrico noutras questdes, podemos inferir que a
dificuldade esta em lembrar-se da férmula do limite fundamental trigonométrico e nédo
em fazer transformacgdes para poder aplica-la. Podemos considerar o nivel e
compreensao da aluna como sendo instrumental. Em relagéo as teorias APOS e da
Reificacdo, podemos considerar como estando a nivel de processo e na fase de
condensacgao, respetivamente.

Resposta a questéo 1a) da 2.2 prova parcelar (Figura 0.115).
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Figura 0.115 Resposta a questao 1a) da 2.2 prova parcelar (Ana)
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Em relagdo a segunda prova parcelar, na questao 1a) (Figura 0.115), a aluna comete
um pequeno lapso no penultimo passo ao trocar o sinal na derivada de cos x. Pelo
desempenho algébrico que tem apresentado, podemos considerar um lapso
resultante de, por exemplo, transcricdo da resolucdo de uma folha para outra. A aluna
relaciona adequadamente a regra da derivada da soma, a regra da cadeia e a regra
do produto com a férmula da derivada da poténcia e da derivada de funcdes
trigonométricas.

Resposta a questdo 1b) da 2.2 prova parcelar (Figura 0.116).

W o= L!.;"'_'_'I'._

Figura 0.116 Resposta a questao 1b) da 2.2 prova parcelar (Ana)

Na resolugdo (Figura 0.116) a aluna apresenta um bom desempenho algébrico,
relacionando bem as regras do quociente e da soma, apesar de um pequeno lapso ao
passar do terceiro para o quarto, passando a expressao 4(x —2) para 4x — 3.
Consideramos lapso pelo desempenho algébrico apresentado pela aluna e, em
particular, por ter, mesmo assim, chegado ao resultado pretendido na questao.

Resposta a questado 1c) da 2.2 prova parcelar (Figura 0.117).
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Figura 0.117 Resposta a questao 1c) da 2.2 prova parcelar (Ana)

Nesta questdo (Figura 0.117) a aluna comecga por aplicar bem a regra da derivada
guando apenas esta envolvida a operagao soma algébrica, no primeiro e no segundo
passos. No terceiro passo, na parcela (e*)’, que nos dois passos seguintes é
transformada em e*”(xy)’ e em —e*” - y’, a aluna apresenta dificuldade em relacionar
a regra da cadeia e a regra do produto. Notamos que onde se encontra a variavel y,
e® e 3y, a aluna apresenta dificuldades em derivar a variavel dependente
apresentada na forma implicita. A interpretacdo da classificagcdo de x e y como
variaveis relacionadas, conforme o modelo 3UV de Trigueros & Usini (2003), precisa
de ser melhorada no contexto das funcdes implicitas. A aluna tem dificuldade em
absorver nova ideia complexa num tempo limitado, conforme descreve Tall (1992).
Quanto as teorias APOS e da Reificagao, a aluna revela ter uma estrutura mental a
nivel de processo e ter uma compreensao concetual na fase de condensacéao. A aluna
tem um nivel de compreenséo do conceito de derivada de uma fungédo dada na forma
implicita instrumental.

Resposta a questao 2 da 2.2 prova parcelar (Figura 0.118).
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Figura 0.118 Resposta a questao 2 da 2.2 prova parcelar (Ana)

Na resolugdo da questdo (Figura 0.118) a aluna apresenta um bom desempenho
algébrico, tendo chegado ao resultado pretendido. Apesar disso, importa assinar que
em f(x)=x*+x=((x*+x) =4x3+1 a aluna apresenta uma insuficiéncia na
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representagdo algébrica do seu pensamento, pois o correto seria f(x) = x* + x =
f'(x) = (x*+x) = f'(x) = 4x3 + 1. Consideramos apenas uma insuficiéncia na
representacao algébrica, pois nos passos seguintes, em particular na substituicdo na
formula y — y, = f'(xy) (x — x¢), a aluna distingue corretamente f(x) de f'(x).

Resposta a questdo 3 da 2.2 prova parcelar (Figura 0.119).
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Figura 0.119 Resposta a questdo 3 da 2.2 prova parcelar (Ana)

Na questédo 3 da 2.2 prova parcelar (Figura 0.119) a aluna chega a um resultado final
que ndo é o pretendido, C(x) — C(x)" = 2634 — 1600 = 1034, mas, ao longo da
resolugdo passa pelo resultado pretendido, C'(x) = (x° + 5x* + 5x3 + 10)’ . Embora
importe assinalar o lapso que a aluna apresenta ao escrever C(x)' em vez de C(x),
algebricamente a aluna apresenta um bom desempenho, ndo tendo dificuldades em
derivar polindmios. A igualdade C(4) = 4x + 5-4* + 543 + 10 nolugarde C(x) = 4°> +
5-4* +5-43 + 10 permite identificar o que Tall (1992) chama de dificuldade em
selecionar e usar representagdes apropriadas. A aluna tem um nivel de compreensao
instrumental.

Trata-se de uma aluna com poucas auséncias e com poucos atrasos, ainda assim
podemos considera-la assidua e pontual. Durante as aulas manifesta uma postura
mais reativa do que proativa, pouco interventiva, no entanto, bastante observadora.
Apesar disso, geralmente, quando questionada sobre determinado assunto tratado na
aula, apresenta respostas satisfatorias. Quando questionada sobre determinado
assunto anterior a aula, responde com dificuldade. A sua capacidade de responder
satisfatoriamente aos assuntos em estudo no momento era maior do que a de
responder aos assuntos abordados em aulas anteriores.

No que diz respeito a participagao na investigagcado, sempre se manifestou disponivel
e colaborativa. Interagia com o investigador com naturalidade e fazia frequentes
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comentarios que denotavam superacao ao longo desta interagcéo. Procurava utilizar
expressodes tecnicamente corretas no seu discurso, mas com algumas dificuldades, o
que tornava o seu discurso as vezes reticente, ao que se seguia a utilizacdo de
palavras “préprias” da sua compreensao.

Ao longo das aulas observadas, com algumas dificuldades, a aluna apresentou
progressos. As provas parcelares e as outras avaliagdes feitas pela professora
permitiram-lhe alcancar a média final de 15 valores.

Tabela 20 Sintese da caraterizagdo do Ana no fim do semestre

Alun Funcéao Derivagao Integracao
o Aca | Process | Objet | Acad | Process | Objet | Aga | Process | Objet
o o o o o 0 0 o o
Ana X X X

A aprendizagem da Ana € marcada pela consolidagao do nivel de conhecimento de
funcao e de integral de fungao, processo e agao respetivamente, e pela evolugao do
nivel de conhecimento de derivada de funcdo de acao para processo. Do ponto de
vista algébrico € de salientar alguma incoeréncia entre o pensamento da aluna e a
sua representagao simbolica como notamos nas resolugdes das questdes 1 e 3b) da
1.2 prova parcelar e na questao 2 da 2.2 prova parcelar, ou seja, pensamento correto,
mas representagédo simbodlica desajustada. O conceito imagem que tem de funcéo é
essencialmente instrumental.

Na derivada de funcgao, a evolugdo do nivel de agao para o de processo € notoria, por
exemplo, ao compararmos a resolucao da questao 8 do questionario de caraterizagao
da estrutura cognitiva dos alunos (Apéndice 3) com as resolu¢des das questdes 1a) e
1b) da 2.2 prova parcelar, notamos aprendizagem, pois a aluna reconhece e aplica
melhor as regras da cadeia e do quociente, bem como as relaciona melhor com as
férmulas de derivada aplicadas aos diferentes tipos de fungdes. Nas alineas 1a) e 1b)
mostra um conceito imagem relacional, mas na 1c) mostra um conceito imagem
incipiente.

As acgbes mentais 1 (coordenagdo da dependéncia de uma variavel noutra) e 2
(coordenacéao da direcao da mudanga de uma variavel com mudangas na outra) na
resolucdo que a aluna apresenta da questdo 7 do questionario de caraterizagao da
estrutura cognitiva dos alunos (Apéndice 3), bem como as a¢des mentais 3 (coordenar
a quantidade de mudanga de uma variavel com alteracbes na outra variavel) e 5
(coordenar a taxa de variagao instantdnea da fungdo com variagdes continuas na
variavel independente para todo o dominio da fungdo) — de Oehrtman, Carlson, &
Thompson (2008) — sao parte das interpretagdes necessarias para a resolugao das
questdes 2 e 3 da 2.2 prova parcelar. Assim, tendo em conta as resolugdes destas
duas questdes (Figura 0.118Figura 0.119), consideramos provavel o desenvolvimento
destas acdes mentais, 3 e 5, no raciocinio covariacional da aluna, consolidando o
alcance da estrutura mental processo na derivada de funcéo.

Na resolugao da questdo 2 da 1.2 prova parcelar (Figura 0.113) a aluna é sintética,
mostrando limitagdes no tratamento de uma fungédo nao vinculada a uma regra e nao
dependente de uma expressao analitica. Deste modo, atendendo a visao de agao e
de processo das fungdes Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008, p. 36) (Tabela 8),
constatamos uma razoavel visdo de processo. Quanto a teoria da Reificagao
constatamos que a sua compreensdo concetual esta na fase de condensacao.
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Considerando o bom desempenho algébrico da aluna, consideramos a sua estrutura
mental respeitante a fun¢des e derivada de fungdes a nivel de processo e o nivel de
conceito imagem instrumental.
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CAPITULO 4 Conclusées e recomendacoes

4.1 Conclusoes

Importa recordar que o estudo é guiado por duas questdes de investigagao: Qual o
papel dos conhecimentos prévios na aprendizagem de conceitos do Calculo? Que
caracteristicas tém as aprendizagens realizadas pelos alunos ao longo do estudo de
tépicos de Calculo especificos?

Conclusées relativas a primeira questao de investigagdao: Qual o papel dos
conhecimentos prévios na aprendizagem de conceitos do Calculo?

De uma maneira geral, notou-se que os alunos tinham maior compreensao sobre os
conceitos do ponto de vista algébrico. Deste ponto de vista, mais facilmente
reconheciam os objetos, mais facilmente os manipulavam, mais facilmente os
interiorizavam e os assimilavam como processos, mais facilmente construiam e
reconstruiam novos objetos matematicos. Foi importante analisar as respostas dadas
as questdes relacionadas ao conceito de fungdo, porquanto permitiram-nos ir
assinalando os desempenhos e as insuficiéncias que os alunos tinham, o que nos
permitiu melhor entender as suas estruturas cognitivas.

Em relacdo a funcbes, os alunos Amarildo, Amaro, Ana e Eduardo revelaram
estruturas mentais predominantemente a nivel de processo, revelando compreensao
do conceito de fungdo predominantemente instrumental ou relacional, segundo a
categorizagao de Domingos (2003). Os demais alunos revelaram estruturas mentais
predominantemente a nivel de acao, revelando uma compreensao do conceito de
funcdo predominantemente incipiente ou instrumental.

Tanto a Teoria da Reificagdo como a APOS reconhecem a passagem ciclica pelas
suas fases como forma da aprendizagem do aluno ascender na hierarquia da
complexidade dos conceitos matematicos. A quebra de ciclos ou a precariedade da
passagem por eles repercute-se nas aprendizagens subsequentes. No caso das
fungdes reais de variavel real, conceitos como os de variavel, de numeros reais e suas
propriedades, bem como de fungdes elementares, na estrutura cognitiva de alguns
alunos — alunos a nivel de agédo na Tabela 14 — n&o atingiram as fases de topo dos
ciclos de aprendizagem das teorias APOS — objeto e esquema — e da Reificagdo —
reificacdo. Esta situagao pressupde rutura de ciclo normal de aprendizagem, o que
podera ser recuperavel com trabalho extra de superagdao. Desta maneira,
compreende-se as dificuldades apresentadas pelos alunos na resolugao das questbes
que se prendem com o estudo de fungdes.

Em relagdo ao Calculo Diferencial, o Amaro mostra compreensao predominantemente
relacional dos conceitos, revelando uma estrutura mental do ponto de vista algébrico
ao nivel do objeto, do ponto de vista numérico ao nivel da agado e do ponto de vista
grafico ao nivel do processo. O Amarildo mostra uma compreenséo
predominantemente instrumental dos conceitos, com uma estrutura mental do ponto
de vista algébrico e numérico como processo e do ponto de vista grafico como agao.
A Ana mostra uma compreenséo predominantemente instrumental ou incipiente. Do
ponto de vista algébrico revela a estrutura mental ao nivel do processo, do ponto de
vista numeérico e grafico ao nivel da agéo.

Sobre o Calculo Diferencial importa também referir que a Tabela 17 sintetiza o nivel
de desempenho dos alunos nas questdes sobre diferenciagdo, onde se nota uma
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maior frequéncia de alunos a nivel de acdo com um conceito imagem incipiente. Isto
parece ser consequéncia das aprendizagens dos conceitos anteriores, ou seja, para
a aprendizagem da diferenciagao precisa-se de uma boa compreensao do conceito
de funcdo. Havendo dificuldades no ciclo de aprendizagem de funcdo, elas
repercutem-se no ciclo de aprendizagem de diferenciagcdo. Um indicador desta
constatacao é o da relagdo entre composigcéo de fungdes e a aplicagdo da regra da
cadeia, mais precisamente a relagdo entre as questdes 4 e 8 do questionario de
caraterizagédo da estrutura cognitiva dos alunos (Apéndice 3), respetivamente. Todos
os alunos — Alexandra, Efigénio, Elias e Emanuela — que nao resolveram
corretamente a questdo 4 também n&o resolveram corretamente a questdo 8. Nos
dados estudados a nao resolucado da questao 4 implicou a nao resolug¢ao da questao
8. Ambas as questdes sao de resolugdo algébrica. Nota-se uma tendéncia de os
alunos com dificuldades nas questbes sobre fungdes aumentarem as suas
dificuldades nas questdes sobre derivacdo. A condicdo é necessaria e nao suficiente,
o desempenho da Ana na questdo 8 nao é bom, resolve incorretamente, apesar de
ter resolvido corretamente a questao 4.

Por outro lado, notamos a tendéncia de alunos com melhor desempenho no conceito
de funcdo apresentarem melhor desempenho no conceito de derivagao,
particularmente no que a representagdo algébrica diz respeito. Repare-se nos
desempenhos do Amarildo, do Amaro e da Ana, sdo os melhores desempenhos na
aprendizagem do conceito de derivagdo. Como ja se pdde constatar (Tabela 16) séo
os que tém melhor desempenho sobre o conceito de funcido. Para além destes trés
alunos, importa assinalar o caso do Eduardo que, no conceito de fungao, apresentou
um desempenho a nivel dos trés melhores alunos. Apesar disso, 0 seu desempenho
no conceito de derivacao esta a nivel de agao. Sobre este aluno podemos inferir que
a dificuldade esta na aprendizagem do conceito de diferenciagdo e ndo tanto nas
dificuldades do conceito de funcéo.

Particularmente nas respostas a questdo 10 do questionario de caraterizacdo da
estrutura cognitiva dos alunos (Apéndice 3), notamos a hierarquia entre as agdes
mentais definida pelo nivel de solidez dos conceitos. Quanto mais soélidos sdo os
conceitos maior € o conjunto de ag¢des mentais desenvolvidas pelos alunos.
Geralmente as a¢gdes mentais surgem em sequéncia, podendo haver casos de rutura
na sequéncia como, alias, se verifica em relacdo a coordenacdo da taxa média de
variagédo da fungdo com incrementos uniformes de variagao na variavel de entrada —
por exemplo, na andlise feita aos desempenhos do Amarildo nas questdes 7 (onde se
verifica que o aluno manifesta coordenagcao da dependéncia de uma variavel noutra,
coordenacao da direcdo da mudanca de uma variavel com a mudanca da outra,
coordenacao da quantidade de mudanca de uma variavel com alteracées na outra, e
indicios de coordenacao da taxa de variacdo instantanea da funcdo com variagdes
continuas na variavel independente, sem manifestar coordenagao da taxa média de
variagédo da fungdo com incrementos uniformes de variagao da variavel de entrada) e
10 (onde se verifica que, embora com dificuldades, o aluno manifesta coordenacao da
dependéncia de uma variavel noutra, coordenag¢ao da diregdo da mudanga de uma
variavel com a mudanca da outra, coordenacado da quantidade de mudancga de uma
variavel com alteracbes na outra, bem como coordenacdo da taxa de variagao
instantanea da funcdo com variacdes continuas na variavel independente, mas nao
manifesta coordenacdo da taxa média de variacdo da fungcdo com incrementos
uniformes de variagdo da variavel de entrada), bem como na analise feita ao
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desempenho do Efigénio na questdo 7 (onde se verifica que o aluno manifesta
coordenagao da dependéncia de uma variavel noutra e indicios de coordenagao da
taxa de variacdo instantanea da fungdo com variagcbes continuas na variavel
independente, sem manifestar coordenacao da direcdo da mudanca de uma variavel
com a mudanca da outra, coordenacao da quantidade de mudanca de uma variavel
com alteragdes na outra, nem coordenagao da taxa meédia de variagdo da fungado com
incrementos uniformes de variagao da variavel de entrada).

Do ponto de vista processual, mas principalmente do ponto de vista concetual, é
notdrio o reflexo do acumulo de dificuldades nos alunos. Quantas mais dificuldades
apresentadas nas secg¢des Funcéao e Diferenciacdo do questionario de caraterizagao
da estrutura cognitiva dos alunos (Apéndice 3), maiores as dificuldades apresentadas
na secgédo Integracdo. Todos os alunos refletiram nos seus desempenhos as
dificuldades apresentadas nas duas secgdes anteriores. Apesar disso, importa
destacar o desempenho de trés deles: Amarildo, Amaro e Ana. Estes, também pelo
facto de menos dificuldades terem apresentado nas duas seccdes anteriores,
apresentaram menos dificuldades na secgao Integracéo.

Notamos que nos alunos com desempenho a nivel de acdo — tanto no conceito de
funcdo, no de derivacdo, como no de integragdo — onde predomina uma visédo
algoritmica, pervalece uma visdo mostrativa em detrimento de uma viséo
demonstrativa da Matematica, predomina uma visao particular ou pontual em vez de
uma visao genérica dos conceitos matematicos, regista-se lacunas das formagdes nos
niveis anteriores de ensino, regista-se uma visdo descontextualizada do Calculo.
Todos os aspetos indicados associados as dificuldades intrinsecas aos objetos
matematicos contribuiram para o baixo desempenho dos alunos.

Em relagcédo aos alunos com desempenho a nivel de processo ou de objeto, nos trés
conceitos estudados, notamos algum desprendimento da visao algoritmica, da viséo
sequencial nas suas resolugdes, bem como nas suas declaragdes em entrevistas e
em intervencbes feitas na sala de aula. A visdo mostrativa ainda supera a
demonstrativa. A disciplina Matematica |, ndo sendo de especialidade, esta
estruturada sem muitas demonstragcdes — € essencialmente Calculo Informal, como
designa Tall (1992) —, o que contribuiu para que a visdo mostrativa prevalecesse
sobre a demonstrativa. A capacidade de generalizagdo nestes alunos era superior a
daqueles a nivel de acgdo, porquanto conseguiam reconhecer a necessidade de
aplicagao de determinado conceito em varias circunstancias. O nivel de desempenho
dos alunos permitiu reduzir a influéncia das dificuldades intrinsecas aos objetos
matematicos.

E importante destacar o caso da Emanuela que n3o responde a nenhuma das
questdes do questionario de caraterizagdo da estrutura cognitiva dos alunos
(Apéndice 3). Na entrevista que sucedeu ao questionario pouco ou nada de
substancial apresentou. Registamos a sua desisténcia cerca de dois meses depois do
arranque das aulas, apos aplicagdo da 1.2 prova parcelar, onde teve um mau
desempenho. O seu nivel de preparacao relativamente aos conceitos mais
elementares era incipiente.

Sobre as visdes que os alunos vao manifestando dos diferentes objetos matematicos,
importa aqui fazer referéncia aquela que se debruca sobre o papel das variaveis. Das
trés classificagbdes de variavel conforme o Modelo 3UV — incégnita, numero genérico
e variaveis relacionadas — de Trigueros & Usini (2003), foi notoria, com frequéncia
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consideravel, particularmente no conceito de fungao (por exemplo: (1) a entrevista da
Alexandra sobre fun¢des em 0; (2) Figura 0.11; (3) Figura 0.33), a confusao de alguns
alunos entre incognita e variaveis relacionadas. A capacidade de discernimento entre
as trés classificagcbes constitui um elemento importante na construgdo do
conhecimento do aluno.

A analise aos dados mostra-nos a influéncia dos conhecimentos prévios dos alunos
na sua aprendizagem do Calculo. Registamos que processos interiorizados dao lugar
a novos processos mais profundos e mais abrangentes. Registamos que processos
nao interiorizados dificultam a evolugdo da compreensdo dos alunos. Registamos
ainda que a associagao entre processos anteriores e a compreensao dos alunos nem
sempre é de sucesso-sucesso ou de insucesso-insucesso.

No caso do Amarildo, registamos o reflexo do seu bom desempenho nas questdes de
resolucao algébrica do questionario de caraterizagao da estrutura cognitiva dos alunos
(Apéndice 3) no seu bom desempenho nas questdes 1a) (Figura 0.97) e 1b) (Figura
0.98) da 2.2 prova parcelar, questdes em que se requer a aplicagao da regra da cadeia.
Nestas alineas a) e b), o aluno apresenta compreensao relacional, mas na alinea c)
(Figura 0.99) apresenta compreenséo incipiente devido a necessidade de relacionar
conceitos de derivada de uma fungdo com o conceito de fungao implicita.

Um elemento relevante no desempenho do Amaro é o que apresenta na resolucao
(Figura 0.18) da questao 5 do questionario de caraterizagdo da estrutura cognitiva dos
alunos (Apéndice 3). Nesta resolugdo o aluno apresenta um bom desempenho ao
relacionar adequadamente fungdes representadas algébrica e graficamente. Este
desempenho reflete-se positivamente na resolugdo (Figura 0.103) que o aluno
apresenta da questao 2 da 1.2 prova parcelar, onde, em particular na alinea b), mostra
bom raciocinio na interpretagao (classificagdo) que faz da descontinuidade, utilizando
uma linguagem diferente do padrdo, no entanto, légica e valida. Deste modo,
atendendo a distingdo entre visdo de acao e de processo das fungdes (Oehrtman,
Carlson, & Thompson, 2008, p. 36) (Tabela 8), constatamos a visdo de processo que
o aluno tem de funcgdes, pois, por exemplo, para operar a fungao nao precisa de té-la
vinculada a uma regra nem depende da sua formula para produzir respostas.
Atendendo ao seu desepenho nas outras questbes tanto da primeira como da
segunda prova parcelar, podemos concluir que, no que diz respeito a fungdes, a sua
estrutura mental esta ao nivel de objeto e a sua concegao é relacional. Consideramos
este um quadro de aprendizagem nao s6 quantitativa, mas também qualitativa, pois o
aluno comeca a frequentar a unidade curricular Matematica | com a estrutura mental
ao nivel do processo (com concegao instrumental na definicdo de fungéo e concegéo
relacional nas resolugdes das questbes da parte de fungdes do questionario de
caraterizacdo da estrutura cognitiva dos alunos — Apéndice 3) e nesta altura
apresenta uma estrutura mental ao nivel do objeto.

O Amaro apresenta muito bom desempenho, em particular no dominio algébrico, em
todas as questbes de derivagdo da 2.2 prova parcelar, o melhor dos trés alunos
estudados. Importa destacar o seu desempenho (Figura 0.109) na questdo 1c) da 2.2
prova parcelar, onde é o unico que apresenta o resultado pretendido, estabelecendo
relagdes novas entre conceitos para poder derivar fungcbes implicitas. O aluno
apresenta compreensao relacional dos conceitos. Para além do seu empenho durante
as aulas, provavelmente deve-se a sua boa prestagado algébrica na segunda parte
(diferenciacdo) do questionario de caraterizagdo da estrutura cognitiva dos alunos
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(Apéndice 3), ou seja, ao nivel de preparagao algébrica com que o mesmo se
apresenta para a frequéncia da unidade curricular Matematica I.

Na resolugédo da questdo 2 da 1.2 prova parcelar (Figura 0.113) a Ana é sintética,
mostrando limitagdes no tratamento de uma fungédo nao vinculada a uma regra e nao
dependente de uma formula. Deste modo, atendendo a visdo de acéo e de processo
das fungdes (Oehrtman, Carlson, & Thompson, 2008, p. 36) (Tabela 8), constatamos
uma razoavel visao de processo. Tendo em conta o bom desempenho algébrico da
aluna, consideramos a sua estrutura mental respeitante a fungdes a nivel de processo,
com um nivel de conceito imagem de fungdo predominantemente instrumental.

Em relagdo a Ana, na derivacéo, a evolugao da estrutura mental acdo para processo
€ notoria, por exemplo, ao compararmos a resolugédo da questdo 8 (Figura 0.60) do
questionario de caraterizag&do da estrutura cognitiva dos alunos (Apéndice 3) com as
resolucdes das questdes 1a) (Figura 0.115) e 1b) (Figura 0.116) da 2.2 prova parcelar,
notamos aprendizagem, pois a aluna reconhece e aplica melhor as regras da cadeia
e do quociente, bem como as relaciona melhor com as formulas de derivagao
aplicadas aos diferentes tipos de fungdes. A aluna revela uma compreensao relacional
nas alineas a) e b), mas, na alinea c) (Figura 0.117), devido a necessidade de
relacionar com o conceito de fungido implicita, revela um nivel de compreensao
incipiente.

Conclusoées relativas a segunda questao de investigagao: Que caracteristicas
tém as aprendizagens realizadas pelos alunos ao longo do estudo de tépicos de
Calculo especificos?

De uma maneira geral, a aprendizagem dos alunos € caraterizada por niveis
diferentes de compreensao e niveis diferentes de estrutura mental, dependendo dos
subconceitos envolvidos no conceito considerado. Nestes termos, é uma
aprendizagem heterogénea resultante de fatores como o nivel de preparagdo dos
alunos, empenho dos alunos e tipo de abordagem do Calculo (atendendo a
classificagao de Tall quanto a abrangéncia e a profundidade de abordagem).

Nos alunos Amarildo, Amaro e Ana constatamos as agdes 1 (coordenar a
dependéncia de uma variavel noutra variavel) e 2 (coordenar a diregcdo da mudancga
de uma variavel com mudancgas na outra variavel) de Oehrtman, Carlson, & Thompson
(2008, p. 36) nas analises as respostas, em questionario e em entrevista, dadas a
questdo 7 do questionario de caraterizagdo da estrutura cognitiva dos alunos
(Apéndice 3). Quanto as agbes mentais 3 (coordenar a quantidade de mudancga de
uma variavel com alteragdes na outra variavel) e 5 (coordenar a taxa de variagao
instantanea da funcdo com variagdes continuas na variavel independente para todo o
dominio da fung&o), constatamos no Amarildo na analise feita as suas respostas, em
questionario e em entrevista, dadas a questdo 10 do mesmo questionario. Em relagao
a acado mental 4 (coordenar a taxa média de variagdo da fungdo com incrementos
uniformes de variagdo na variavel de entrada), nao identificamos evidéncia do seu
desenvolvimento pelos alunos.

Nas quatro perspetivas consideradas de abordagem ao Calculo — algébrica, grafica,
numeérica e descritiva —, em termos de avaliagao, constatamos maior exploracao e
maior desenvolvimento da aprendizagem do Calculo na perspetiva algébrica, onde
por exemplo as resolugdes da 1.2 e da 2.2 prova parcelares sustentam esta
constatacao. Na 1.2 prova parcelar apenas a 2.2 questao, por nao ter a forma analitica
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da funcao, ndo requer resolugao algébrica, mas sim interpretagao grafica. As demais
questdes sao de resolugado algébrica. Na 2.2 prova parcelar todas as questdes séo de
resolucao algébrica. A perspetiva grafica tem uma exploragao reduzida e as demais
perspetivas apresentam uma exploragdo residual. Em termos de lecionacdo da
unidade curricular Matematica |, na sala de aula, a perspetiva mais explorada é a
algébrica, seguida da grafica em menor proporgao, tendo as demais uma exploragéo
residual. Em termos cognitivos o desenvolvimento dos alunos é correspondente ao
grau de exploracdo das perspetivas de abordagem do Calculo, nas avaliagbes e na
sala de aula. Os alunos tém maior dominio algébrico dos conteudos, seguido do
dominio grafico e das outras duas perspetivas. Mais facilmente os alunos interpretam
um fendmeno do ponto de vista algébrico e grafico do que de qualquer outro. Portanto,
é notodria a influéncia do ensino sobre a aprendizagem.

Constatamos algumas dificuldades nos alunos, conforme descritas por Tall (1992) —
imagem mental de funcédo restrita; dificuldades em absorver novas ideias complexas
em tempo limitado; consequente preferéncia dos alunos por métodos procedimentais
em vez de compreensao concetual. Por exemplo, na resposta a questdo 2 da 1.2 prova
parcelar dada pela Ana (Figura 0.113), as dificuldades da sua imagem mental de
funcao refletem-se na resolugdo que apresenta. A resposta dada a alinea 1c) da 2.2
prova parcelar pelo Amarildo (Figura 0.99) e pela Ana (Figura 0.117) reflete a
dificuldade em absorver a ideia de fungao dada na forma implicita e relaciona-la com
a ideia de derivada de uma funcéo no tempo previsto no curriculo.

Em sintese

Pudemos constatar, nesta tese, a tendéncia convergente para utilizagdo da teoria
APOS no estudo da aprendizagem do Calculo. Autores como David Tall, Ed Dubinsky,
Anna Sfard, Antonio Domingos, Marilyn Carlson e Maria Trigueros cujas abordagens
contribuiram para a nossa fundamentagao tiveram na teoria APOS de Ed Dubinsky
uma referéncia importante para o desenvolvimento das suas ideias. E caso para se
inferir que desde a sua criagdo a data presente, a teoria APOS parece consolidar-se
cada vez mais como ferramenta de analise.

A taxonomia PCC (Carlson, Madison, & West, 2015, p. 216), pelos estudos de
validacao feitos pelos seus autores e pela sua abrangéncia, constitui-se numa base
importante para a elaboracido de testes e questionarios para aferir sobre o nivel de
preparagao dos alunos para a frequéncia do Calculo. Com ajuda da taxonomia PCC
pode-se caraterizar o dominio que os alunos tém dos conceitos necessarios para a
aprendizagem do Calculo. Apesar do reconhecido valor da taxonomia, os autores
deixam aberta a possibilidade de ajustes aos testes e questionarios que dela derivam
no sentido de se adaptarem as condigdes e ao curriculo considerados como
referéncia. Fica clara a flexibilidade com que se pode elaborar instrumentos baseados
no PCC, no entanto, sem perder a sua esséncia constante da sua taxonomia.

O conceito de fungao, e outros necessarios para o dominio deste, na maior parte dos
casos, nao estao assimilados como objetos pelos alunos, mas sim como agdes e como
processos, o que dificulta a compreensao, a construgdo e, consequentemente, a
assimilagao de novos conceitos do Calculo. Quanto mais incipiente for o dominio do
conceito de funcao pelos alunos, menos aptos estardo para a frequéncia do Calculo.
Esta realidade notou-se no acumulo de dificuldades das resolugcdes dos alunos ao
transitarem pelas trés secg¢des estudadas (funcéo, diferenciacdo e integragdo) do
questionario de caraterizagdo das suas estruturas cognitivas. Esta realidade é
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compreensivel se atendermos ao facto de as fungdes serem o objeto de estudo do
Calculo, dai entende-se por que razdo muito da aprendizagem do Calculo anda em
torno da aprendizagem do conceito de fungao. As dificuldades dos alunos prenderam-
se com os niveis de desempenho a luz das teorias de maior referéncia no estudo, as
teorias APOS e da Reificacdo. Os niveis de desempenho dos alunos sdo também
aferidos por abordagens, suportadas pela teoria APOS, feitas por outros autores,
nomeadamente: Dificuldades dos alunos na aprendizagem do Calculo de Tall (1992);
Compreensdo de conceitos matematicos avangados de Domingos (2003);
Habilidades de raciocinio fundamental que promovem compreensao do conceito de
funcdo nos alunos de Oehrtman, Carlson, & Thompson (2008); Avaliagdo do Conceito
de Pré-Calculo e Prontidao do Conceito de Calculo de Carlson, Oehrtman, & Engelke
(2010). Estas abordagens expressam os seus fundamentos mediante caraterizagcbes
de dificuldades na aprendizagem dos alunos, visdes e raciocinios tidos pelos alunos
sobre fungdes, assim como mediante classificagées dos niveis de conhecimento dos
alunos sobre conceitos matematicos prévios necessarios para a frequéncia do
Calculo.

Os conhecimentos prévios manifestados pelos alunos sob quatro perspetivas —
algébrica, numérica, grafica e descritiva — pesaram consideravelmente no seu nivel
de aproveitamento posterior. Quando o conhecimento se manifesta ao nivel de agéao
e sem o cumprimento de um plano extra de recuperacéao, a tendéncia € de o aluno ter
um nivel de aproveitamento fraco. Quando o conhecimento se manifesta ao nivel de
processo, ou superior, e com um empenho regular, a tendéncia é de o aluno ter um
nivel de aproveitamento bom.

Quanto maior for o numero de conceitos capsulados pelo aluno maior e melhor sera
o desenvolvimento das suas aprendizagens. Nesta circunstancia, a aprendizagem do
aluno ocorre predominantemente ao nivel de conceitos de Calculo, sem precisar de
recorrer com frequéncia a aprendizagem de conceitos de niveis inferiores, reduzindo
consideravelmente a possibilidade de desconforto na reificagdo de novos conceitos.
Quanto menos conceitos capsulados tiver o aluno menor e de menos qualidade sera
o desenvolvimento das suas aprendizagens. Nesta circunstancia a aprendizagem do
aluno ocorre predominantemente a nivel das estruturas mentais acao e processo, de
acordo com a Teoria APOS, e nas fases de interiorizagado e condensacgao, de acordo
com a Teoria da Reificagdo. Atendendo que metodologicamente o contexto é de
aprendizagem de conceitos do Ensino Superior e ndo de conceitos do Ensino
Secundario, esta circunstancia desencadeia um ambiente de aprendizagem
desconfortavel, resultando muitas vezes em fraca aprendizagem. A situagéo pode ser
ultrapassada com a frequéncia de programas de recuperagdo levados a cabo
paralelamente.

Como consequéncia do nivel de compreensdao que os alunos levam para a
aprendizagem do Calculo, as suas concegdes antes, ao longo e depois da lecionagao
da unidade curricular diferem. As suas concegbes sdo também influenciadas pela
forma como se leciona o Calculo, nomeadamente nivel de profundidade com que os
conteudos sao abordados, com ou sem demonstragao, topicos lecionados, bem como
relagao estabelecida entre os conteudos lecionados e a area principal de formacéo.
Para os alunos que manifestavam um nivel de desempenho incipiente ou instrumental,
pudemos constatar a expetativa de aprender novas situagdes tipicas, exercicios
tipicos e “problemas” tipicos, assim como a correspondente expetativa de aprender
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procedimentos tipicos para a sua resolugdo. Esta concecgao reflete-se na forma como
os alunos aprendem o Calculo, essencialmente caraterizada por Tall (1992) como
sendo assente em dificuldades em absorver novas ideias complexas em tempo
limitado e assente em manter os elementos conflituantes em compartimentos
diferentes procurando nunca deixa-los estar simultanemante na parte consciente da
mente. A tendéncia € que depois da lecionacdo da unidade curricular estes alunos
tenham a concecgao operacional mais desenvolvida que a estrutural.

As duas formas — (1) conciliar o antigo e o novo reconstruindo uma nova estrutura de
conhecimento coerente; (2) manter os elementos conflitantes em compartimentos
separados e nunca permitir que eles sejam trazidos simultaneamente para a mente
consciente — referidas por Tall (1992) como sendo as de os alunos lidarem com
dificuldades do calculo de limites e com processos infinitos ndo se limitam aos
conceitos indicados. Elas sdo também usadas para lidar com os outros conceitos do
Calculo, alias, como se pode ver no tratamento aos dados. A primeira forma enquadra-
se no conceito de adaptacao de Jean Piaget e € uma marca das teorias cognitivas da
aprendizagem. A segunda forma é um artificio usado pelos alunos como forma de
contornar conceitos de base nao reificados ou ndo capsulados. Nela memoriza-se,
sem a conexao necessaria, conceitos relacionados uns com os outros, tornando mais
dificil a reificacdo ou o capsulamento de novos conceitos. E uma clara rutura dos ciclos
previstos pelas teorias da Reificagdo e APOS, € uma quebra da reorganizagao e
reconstrucao de conceitos e de suas operacgoes.

4.2 Limitagoes e Recomendacgoes

Limitacbes

A predominante abordagem algébrica, na sala de aula, dos conceitos de fungéo,
derivada e de integral em detrimento de uma mais equilibrada abordagem grafica,
numeérica e descritiva, repercutiu-se nos dados recolhidos, pois estes passaram a ser
muito préximos a forma como eram tratados na sala de aula. Deste modo, a

investigacado apenas nos permitiu caraterizar e interpretar mais pormenorizadamente
a aprendizagem de conceitos do Calculo | representados algebricamente.

Apesar de, conforme se pode ler na Tabela 13, nas aulas praticas os alunos terem
tido oportunidade de interagir em grupos formados segundo as suas preferéncias, o
trabalho colaborativo poderia ter ultrapassado as fronteiras das aulas praticas, sendo
um trabalho que surgisse nas aulas de introdu¢ao dos conceitos e se estendesse aos
trabalhos dos alunos para além das aulas. Desta maneira, seriam mais diversos os
meios de constru¢do do conhecimento e teriam um maior enfoque na sua dimenséao
social.

Também resulta em limitagdo do estudo a necessidade de se prolongar o estudo no
tempo para se poder dar maior profundidade e abrangéncia a infericdo sobre os
processos de construcdo de conhecimento como eles séo referidos pelas teorias
APOS e da Reificagado. Ultrapassada esta limitacdo do estudo, haveria maior minucia
na descricdo e na interpretacdo dos processos de construgdo de conhecimento.

Recomendacgoes

O conhecimento da estrutura cognitiva dos alunos é de grande importancia para a
gestdo da sua aprendizagem. Instrumentos como a taxonomia PCC, o curriculo e
informagdes sobre o contexto s&do ingredientes importantes para a construgdo de
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testes ou de questionarios de afericdo dos conceitos aprendidos pelos alunos. E
importante e recomendavel que, a partida da frequéncia do Calculo, se caraterize o
nivel de compreensao dos conceitos dos alunos, constituindo um ponto de referéncia
para a adequagao tanto da atividade do docente como da atividade do aluno tendo
em vista o0 sucesso na lecionagao e na frequéncia do Calculo. Com este exercicio
diagnostico e com a comunicagdo dos seus resultados aos interessados,
particularmente aos alunos, parte-se consciente do que ha por fazer para o alcance
do sucesso académico.

Feito o diagndstico, atendendo que as estruturas cognitivas ndo sdo homogéneas, é
de todo recomendavel que se indique trabalho especifico para elevacao do nivel de
compreensao dos conceitos identificados como débeis.
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APENDICES

Apéndice 1: Questionario de caraterizagao dos alunos
UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR
Faculdade de Ciéncias

Departamento de Matematica
> 3°CICLO DE ESTUDOS EM DIDATICA DA MATEMATICA

QUESTIONARIO DIRIGIDO A ALUNOS

Estimado Estudante,

O presente questionario tem como objetivo colher a sua opinido sobre a aprendizagem
do Calculo, no d&mbito de uma investigacao intitulada “Aprendizagem do Calculo para
economistas. Estudo de caso de alunos no primeiro ano de cursos superiores de
economia” para a obtengcdo do grau de Doutor em Didatica da Matematica pela
Universidade da Beira Interior. As informacdes colhidas através deste instrumento, o
seu tratamento, bem como as conclusdes dele tiradas constarao do relatério final, livro
de tese, da referida investigagdo. Esteja descansado(a) quanto a confidencialidade,
pois esta esta garantida.

Gostariamos de contar com o seu prestimoso contributo, pelo que solicitamos que
responda com clareza e objetividade.

Nome completo:

Idade:

1. Curso que frequentou:

¢ Que formacéo fez no Ensino Secundario?
e Ciéncias Econémicas e Juridicas [ ]

e Ciéncias Fisicas e Bioldgicas [_]

e Ciéncias Humanas [ ]

e Curso Médio de Contabilidade []

e Curso Médio de Estatistica [_]

e Curso Médio de Eletricidade [_]

e Curso Médio de Agronomia ]

e Curso Médio de Técnico de Informatica [_]
e Outro[ ]. Qual?




2. Quantos anos letivos ficou sem estudar Matematica antes de ingressar no
Ensino Superior?

a)1ano[]; b) 2 anos [ c)3anos [|; d)4 anos [ [;
e)5anos[]; f)6anos[ g) 7 anos [_]; h) 8 anos [;

i) 9 anos [|; j) 10 anos []; k) 11 anos [_|; )12 anos [_;

m) 13 anos[_|; n)14 anos [ ]; 0) 15 anos [_|; p) 16 anos [_];

q) 17 anos[_]; r)18anos [ |; s)19 anos [ t) 20 ou mais anos [_].

3. Em média, durante quantas horas estuda em casa por dia?

4. Em que consiste a sua metodologia de aprendizagem?

5. Qual é a bibliografia (livros, videos, sitios da Internet, etc.) de apoio a cadeira
que utiliza?

6. Que conhecimento dos seguintes temas, numa escala de 1 a 5, tem para a
frequéncia do curso?

TEMA

Funcbes

Aplicagao de fungbes

Derivagao

Aplicagao da derivagao

Integracao

Oooooo-
0000 o0
0000 O
0000 00
0000 O e

Aplicacdo da integragao




7. Que importancia a Matematica tem para si?

8. Que importancia a Matematica tem para o seu curso?

9. Trabalha? Sim[] N&o [ ]
10.Em qué que trabalha?

11.Que importancia a Matematica tem para o seu trabalho?

12. De 0 a 10 escolha um numero que melhor represente o seu gosto pela
Matematica: Justifique a sua escolha:




13.Em que proporgao (em percentagem) os seguintes fatores influenciam o seu
aproveitamento em Matematica? (Observagéo: O somatorio das percentagens
dos fatores deve ser igual a 100%)

FACTORES PROPORCAO
Formacao do aluno
Importéncia da Matematica para si
Tempo sem estudar Matematica
Importancia da Matematica para o seu
curso
Importancia da Matematica para o seu
trabalho
Preferéncia pessoal
Metodologia das aulas
Relagcao professor-estudante

Equipamentos/Material escolar
Metodologia de aprendizagem
TOTAL 100%

14.Se tem a percecao de que ficou algo por dizer, tenha a bondade de servir-se
das linhas seguintes para descrever:

OBRIGADO PELA SUA PARTICIPAGAO.



Apéndice 2: Guidao da entrevista de caraterizagao dos alunos
UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR
Faculdade de Ciéncias

‘t‘:’ Departamento de Matematica
# 3°CICLO DE ESTUDOS EM DIDATICA DA MATEMATICA

GUIAO DA ENTREVISTA DIRIGIDA A ALUNOS
Averiguar e enriquecer as descri¢gdes dos alunos sobre:

1. Ainfluéncia da sua formag&o na sua aprendizagem:

2. Ainfluéncia da importancia que atribui a Matematica na sua aprendizagem:

3. Ainfluéncia do tempo sem estudar Matematica na sua aprendizagem.




4. A influéncia do reconhecimento da importancia que a Matematica tem para o
Seu curso.

5. A influéncia do reconhecimento da importancia que a Matematica tem para o
seu trabalho.

6. A influéncia que reconhece do seu gosto pela Matematica.

7. Ainfluéncia que reconhece da metodologia utilizada ao longo das aulas.




8. A influéncia que reconhece da relacéo professor-aluno.

9. Ainfluéncia que reconhece dos equipamentos e materiais escolares.

10.A influéncia que reconhece da metodologia de aprendizagem.




Apéndice 3: Questionario de caraterizagcao da estrutura cognitiva dos alunos
‘ﬁ‘(‘ UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR

Faculdade de Ciéncias

Departamento de Matematica
> 3°CICLO DE ESTUDOS EM DIDATICA DA MATEMATICA

QUESTIONARIO DIRIGIDO A ALUNOS
Nome completo:

Idade:

Funcgao
1. O que entende por fungao?

2. Dada a fungao f(x) =

x+1,
x+2

a) Determine a sua imagem nos pontos 2, -% -2e0;

b) Determine o seu dominio.

) x3+2x+1 sex<1
3. Dadaafungédo f(x) = {1-ﬁ+cos(x—1)

1-x

sex > 1:

a) Determine a sua imagem nos pontos 1 e 0;

b) Determine o seu dominio.

4. Considere as fungdes f(x) = ﬁ e g(x) = Vx. Determine:

a) a)feuy; b)gef.
5. Seja f com o dominio D = {x € R|—3 < x < 3} e o grafico seguinte:

Seja g(x) = cos x. Indique as solugdes da equacgao (f o g)(x) = 0:

a)s = {0, g} b)S = {—gg} c) S = {0,m}; d) s = {—m, ).



6. Considere a tabela seguinte:

X 1 3/4|/5|6
f|3[1]4]2]2]5
glx) |6 2111213

Determine:

a) f(g(D); b) (f ° 9)(6); c) g(g(D); d) (g° )(3)

Diferenciagao
7. O que entende por derivagao?
8. Derive f(x) = (x? —4)3 + 5.

9. Seja f uma fungéo cuja derivada, f’, de dominio R, € dada por f'(x) = (4 + x)2.
Qual das seguintes afirmagdes é verdadeira?

a) O grafico da fungao f € cobncavo em R.

b) Afungido f tem um maximo relativo em x = —4.

c) O grafico da fungédo nao tem pontos de inflex&o.

d) O grafico da fungdo tem um ponto de inflexdo de coordenada (—4,f(—4)).

10. A quantidade (em quilogramas) de café vendida por uma companhia a uma
lanchonete ao preco de p kwanzas por quilograma é dada por Q = f(p).

a) Qual é o significado da derivada f'(6)?

b) f'(6) é positivo ou negativo? Justifique.
Integracao

11. O que entende por integragéo?

12. Calcule [ xV1 + x2dx.

13. Seja r(t) a taxa de do consumo mundial de petréleo, onde t € medido em anos
comecando em t = 0 em 1 de Janeiro de 2000 e r(t) € medida em barris por

ano. O que representa f08 r(t)dt?



Apéndice 4: Respostas ao questionario de caraterizagao da estrutura cognitiva
dos alunos

1. Esperava-se aqui uma ideia o mais aproximada possivel da definicdo de funcéo,
ndo necessariamente uma definicdo com todo o rigor que encerra.

2.a)

x+1
f(x)_x+2
2+1 3
2:—:—
f@ 2+2 4
1 1
Iy —3t1 5 1 4 2
f(——): ===—-—-X—-=—
2 1+2 § 2 3 3
2 4
—2+1 -1
_2: —_—
f(=2) 242 0
0+1
0:—:—
F 0+2 2
2.b)

x+2#0ex#-2-Df={x € R|x # -2}
3.a)

x3+2x+1 sex<1
f(x) =<{1—=+x+cos(x—1)

>1
1 sex

FD)=13+2x1+1e f(1) =4

FO)=03+2x0+1e f(0)=1

3.b) D; =R

4a) f(x) = 960 = V%

(F o () = P 9+ N6 =[5
5.c) S = {0, 7}

6.a) f(g(1)) =f(6) =5



6.b) (f 2 9)(6) = f(9(6)) =f(3) =4
6.c) g(9(1) = g(6) =3
6.d) (g N =9(fB)) =g =1

7. Esperava-se aqui uma ideia o mais aproximada possivel da definicdo de derivada
de uma fungdo, ndo necessariamente uma definigdo com todo o rigor que encerra.

8.f(x)=(x?—-4)2+5=>f'(x) =3(x*—-4)?-(x*-4)' = f'(x) =3(x? - 4)?- 2x
= f'(x) = 6x(x? — 4)?
9. d)

10.a) Trata-se da variagdo da quantidade de café vendida a lanchonete quando o
preco toma o valor de 6,00 KZ

10.b) Depende das quantidades anteriores e posteriores aquela que se obtém quando
o preco é 6,00 KZ. Ou seja, depende do valor de Q = f(p) na vizinhancga V,(6).

11. Esperava-se aqui uma ideia o mais aproximada possivel da definicao de integral
de uma funcdo, ndo necessariamente uma definigdo com todo o rigor que encerra.

12. [xV1 + x2dx =
Substituindo 1 + x?2 por t, tem-se: dt = 2xdx & % = xdx

jx 1+x2dx=f\/1+x2-xdx

fxv1+x2dx=f\/f-%
1
fx 1+x2dx=§f\/fdt

1
fx 1+x2dx=§jt1/2dt

1

t§+1

1
jx 1+x%dx =+ +C
2 1
7+1

+C

N| =

fx 1+ x2%2dx =

H.w
N W
o



2

V2
fx 1+x2dx=T+C

(1+x2)3

Substituindo ¢ por 1 + x?, tem-se: [xV1+ x?dx =———+C

13. f08 r(t)dt representa a soma dos barris consumidos de 2000 a 2008.



Apéndice 5: Guidao da entrevista de caraterizagao da estrutura cognitiva dos
alunos

UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR
Faculdade de Ciéncias

"‘-'j Departamento de Matematica
> 3°CICLO DE ESTUDOS EM DIDATICA DA MATEMATICA

GUIAO DA ENTREVISTA DIRIGIDA A ALUNOS
Averiguar e enriquecer as descri¢gdes dos alunos sobre:

A influéncia da sua formacéo na sua aprendizagem:




Apéndice 6: Grelha de observagoes feitas ao longo de aulas
UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR
Faculdade de Ciéncias

‘t‘:’ Departamento de Matematica
# 3°CICLO DE ESTUDOS EM DIDATICA DA MATEMATICA

GRELHA DE OBSERVAQOES
Nome do aluno:

Idade:

1. Assiduidade
a) 0% ] b)25% [ ] ¢)50%[] d)75%[] e)100% [ ]

2. Relacionamento interpessoal

3. Relacionamento intrapessoal

4. Compreenséo do conceito de fungao

@)

. Compreenséo do conceito de derivagéo

»

. Compreenséo do conceito de integragao




Apéndice 7: Credencial
_*_ UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR

Faculdade de Ciéncias
‘t‘:’ Departamento de Matematica

N
' "~ 3°CICLO DE ESTUDOS EM DIDATICA DA MATEMATICA

CREDENCIAL

Para efeitos de realizagdo de uma investigacao intitulada “Aprendizagem do Calculo
para economistas. Estudo de caso de alunos no primeiro ano de cursos superiores de
Economia” em instituicbes angolanas para obtengéo do grau académico de Doutor em
Didatica da Matematica;

A Faculdade de Ciéncias da Universidade da Beira Interior em Covilha, Portugal,
através da direcao do curso afeto ao Departamento de Matematica, credencia o
Mestre Jorge Dias Veloso, aluno D1169, passaporte n.° N1174808, matriculado no 3°
ano do 3° Ciclo de Estudos em Didatica da Matematica.

Covilha, aos 25 de Junho de 2015
O Orientador

Prof. Doutor Anténio Domingos
(Prof. Auxiliar da Universidade Nova de Lisboa)

O Diretor do Curso

Prof. Doutor Rui Pacheco
(Prof. Auxiliar da Universidade da Beira Interior)



ANEXOS

Anexo |: Programa de Matematica |

. UMN

=

ESCOLA SUPERIOR POLITECNICA DO NAMIBE

ii .. %% UNIVERSIDADE MANDUME YA NDEMUFAYO
- "l‘r" .:-'.

1. Unidade Curricular

1.1. Area Cientifica: Ciéncias da Gestao e Administragdo (Nuclear)

1.2. Tipo (durac&o): Semestral 1.3. Ano/Semestre: 1.°A/1.°S

1.4. Tempo de trabalho (horas):

Horas Semanais Total de Horas
T TP P TC OT | Semana | Semestre | Ano
2 4 6 90

T — Aulas tedricas;

TP — Aulas tedrico-praticas;

P — Aulas praticas, aulas de laboratério;
TC — Aulas de campo;

OT — Orientagao tutorial;

2. Requisitos e Precedéncias

Nocodes basicas sobre trabalho com variavel e resolugao de equacgoes lineares.

3. Competéncias

Resolver problemas matematicos e da vida pratica;

Desenvolver e aprofundar conhecimentos cientificos;

Resolver problemas que desenvolvam as capacidades de analise e sintese;
Desenvolver habitos de pesquisa, organizagao e validagao de resultados;
Reconhecer a Matematica como actividade humana permanente;

Promover a aquisicdo de matérias que permitam dominar duma forma
abrangente o conhecimento da Matematica a aplicar no dia a dia.

4. Conteudos

Aulas teodrico-praticas



Unidade |: Sucessobes

1.1 Algumas nogdes topoldgicas. Vizinhanga em R e em R?, ponto interior e
exterior a um conjunto. Nogao de distancia em R e em R?, aplicagéo de fungéo.

1.2 Definigdo de uma sucessao

1.3 Limite de uma sucessao

1.4 Critérios de convergéncia e de divergéncia
Unidade Il: Limite de uma funcéao real de variavel real

2.1 Definicao

2.2 Limites. Limites laterais

2.3 Propriedades e calculo dos limites
2.4 Numero de Néper

Unidade lll: Funcdes continuas e descontinuas em R

3.1 Definicdo de continuidade
3.2 Continuidade lateral
3.3 Descontinuidade

Unidade IV: Derivadas

4.1 Definicao
4.2 Derivadas laterais
4.3 Regras e férmulas de derivagao
4.4 Regra da cadeia
4.5 Derivagao de fungdes logaritmicas e exponenciais
4.6 Derivadas de ordem superior
4.7 Estudo de uma funcéao
4.8 Aplicacbes econdmicas das derivadas
Unidade V: Integrais

5.1 Nocdes e definicao

5.2 Integracao indefinida

5.3 Integracgao por substituicao

5.4 Integracédo por partes

5.5 Integracéao definida

5.6 Formula de Newton-Leibniz

5.7 Integracao imprdpria

5.8 Definicao

5.9 Integrais improprias de 1.2 e 2.2 espécie



Unidade VI: Séries

Aulas praticas

Serdo desenvolvidas com exercicios, problemas e casos selecionados que
contribuam para que os estudantes consigam alcangar os objectivos preconizados.

5. Metodologia de ensino e de aprendizagem

As aulas sera oreforcadas com o emprego de métodos activos, o método de
elaboragao conjunta e orientagcédo e controlo do estudo independente, aulas praticas
individuais e em equipa com atencédo as diferengas individuais.

6. Modo de avaliagao

Avaliacdo sistematica: participacdo em aulas, controlo de trabalho independente e
perguntas escritas.

Avaliagéo periodica: com duas provas parciais;

Avaliacao final: exame final escrito. Estarad isentos deste exame todos os estudantes
que concluirem as provas parciais com uma média igual ou superior a 14 valores.

7. Bibliografia:
Boulos, P., & Abud, Z. |. (2002). Calculo Diferencial e Integral. Pearson Education.

Chiang, A. C., & Wainwright, K. (s.d.). Matematica para Economistas (4.2 ed.).
Campus.

Demidovitch, B., & et al. (1967). Problemas e Exercicios de Analise Matematica.
Moscovo: Mir.

Flemming, D. M., & Gongalves, M. B. (s.d.). Calculo A — Fungbes, Limite, Derivacéo
e Integracgdo. (6.2 ed.). Pearson.

Piskunov, N. (1977). Calculo Diferencial e Integral (3.2 ed., Vol. I). Moscovo: Mir.
Analise



Anexo lI: 1.2 Prova Parcelar
.I_I MN "

ff pe : E UNIVERSIDADE MANDUME YA NDEMUFAYO
g /¢ ESCOLA SUPERIOR POLITECNICA DO NAMIBE
£y o l;-"'

W i

1. Sabendo que o primeiro termo de uma progressao aritmética é -3 e a razédo
é 6, calcule 0 18.° termo da sucesséo.

2. Dado o grafico

a) Analisar se existe continuidade no ponto x = 3;
b) Caso exista, indicar o tipo de descontinuidade.

3. Calcular:

n3+n?-2,

a) lim

nooco 2n3-1"'7

2
. Xx“—=3x+2
b) 1 ;

xo1 2x-2 '

C) lim sin(3x)

x-0 2x

A professora



Anexo lll: 2.2 Prova Parcelar
- UMN .

f +.. 4% UNIVERSIDADE MANDUME YA NDEMUFAYO
‘44)r /s ESCOLA SUPERIOR POLITECNICA DO NAMIBE

1. Derive as fungbes seguintes:
a) f(x)=4x%—sinx + x cosx;

b) y = 4x-5,

x=2"

c) Achary' para3x +e* —3y =0.

2. Determine a equacgéo da reta tangente a curva f(x) = x* + x em x = 3.

3. Dada a fungdo que representa o custo de um produto de uma fabrica A.
Determine o custo marginal para x = 4.

c(x) = x> +5x* +5x3 + 10

A professora
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